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Erster Abschnitt. 

EMeitimg. 



§ 1. Auf- und Abzinsnngsfaktor, Endwert, 

diskontierter Wert 

Bei einem Zinsfdfse von p Prozent pro Jahr tragen 
100 Mark in einem Jahre p M., mithin 1 M. -z^ttt M, Zinsen; 

es wächst daher 1 M. in 1 Jahre auf ( 1 + ^TaTT ) = (1 + M- 



an, wenn 



~=zi gesetzt wird; 



100 

am Ende des 2. Jahres sind die (1 -f- ^ M. samt Zinsen nnd 
Zinseszinsen auf (1 -f- *) (1 + *) = (i + ^Y^ 
am Ende des 3. Jahres auf (1 -f- *y (1 + **) = (1 + *y, allgemein 
« « « w. « „ (l+ir-Ul + ^*) = (l + ^rM. an- 
gewachsen. 

(l-f-t)" = r" ist der Endwert des zum Zinsfufse von 
1002= p Prozent auf Zinsen und Zinseszinsen angelegten 
Betrages 1, 

Cn==C(l+i)~=Cr-» 1) 

der Endwert des zum Zinsfufse von 100 z Prozent auf Zinsen 
und Zinseszinsen angelegten Anfangskapitals C, wo 

der Aufzinsungsfaktor genannt wird. 

Qrofimann, Y«riiolieTiingBinBthdiDifctik. 1 



2 I* Einleitung. 

Für 3 % ist der Aufzinsungsfaktor r = 1.03, für 3^4 % 
r = 1.0325 ü. s. w. 

Das Kapital C, das gegenwärtig angelegt werden mufs, 
nm nach n Jahren znm Zinsfufse i samt Zinsen und Zinses- 
zinsen auf den Betrag C» anzuwachsen, heifst der gegen- 
wärtige oder diskontierte Wert oder auch Barwert 
des Betrages Ci». 

Aus Cr'' = Cn 

folgt C=^ = C„.^ 2) 

als diskontierter Wert des Betrages C,» und für 0^ = 1 

„ 1 1 



r« (1 -j- 1)» 

als diskontierter Wert des Betrages 1, wo 

1 1 






r 1 -f~*' 

der Abzinsungs- oder Diskontierungsfaktor genannt 
wird. 

Die Formeln 1) und 2) gelten nicht nur für ganze, 
sondern auch für beliebige gebrochene oder gemischte 
Werte von n. 



§ 2. Zeitrenten. 

Erhält jemand regelmäfsig in bestimmten Zeitabschnitten 
wiederkehrend bestimmte Beträge, so sagen wir, er bezieht 
eine Rente und nennen sie, wenn sie eine im voraus 
festgesetzte Zeit hindurch gezahlt wird, eine Zeitrente. 

Erfolgt die Zahlung zu Beginn eines jeden Jahres, 
nennen wir sie eine anticipative oder vorschüssige, 
erfolgt die Zahlung dagegen am Schlüsse eines jeden Jahres, 
eine dekursive oder nachschüssige Rente. 

Wir bezeichnen den gegenwärtigen Wert einer n Jahre 
hindurch zu Beginn eines jeden Jahres im Betrage 1 zahl- 

n 

baren Rente mit i2, einer n Jahre hindurch am Schlüsse 

n 

eines jeden Jahres zahlbaren Rente mit (i)i2. 



§ 2. Zeitrenten. 3 

Der gegenwärtige Wert eines sofort zahlbaren Betrages 1 = 1 
„ „ „ „nachlJahre,, „ 1 = — 

r 

„ „ „ „ „ 2 Jabren „ „ 1 = — - 

T 

der gegenwärtige Wert des letzten, zn Beginn des w-ten Jahres, 

also nach (n — 1) Jahren zahlbaren Betrages 1 = ^__^ , 

daher 

- 1 1 1 

nnd nach Summiemng der geometrischen Progression auf 
der rechten Seite der Gleichung 

. 1-^ 

Min 

R = 1) 

1 — — 
r 

oder 

- r" — 1 

r^-^ {r — 1) ^ 

Da bei der dekursiven Rente die Anzahl der geleisteten 
Zahlungen ebenso wie bei der anticipativen Rente gleich n 
ist, jede einzelne Zahlung jedoch um ein Jahr später er- 
folgt, mufs 

n 

(,)Ä = — 3) 

nnd aus 2) 

- r» — 1 

. «^ = ,-(r_l) ^) 

ZU welchem Werte auch die Summierung 

- 1 1 1 

a)Ä = -f+f^ + --- + -^ 



führt. 



1* 



4 I. Einleituog. 

Nehmen wir an, dafs die Rente ewig gezahlt wird, so 
ist w = oo, und da (— ;^) ==0, aus 1) 

(Ä=„ = -V oder (^U« = -^ = ii:i = l-f4 5) 

r 

der gegenwärtige Wert der anticipativen ewigen Rente 
und aus 3) 

( ^) 1 1 c^ 

der gegenwärtige Wert der dekursiven ewigen Rente. 

1*03 
Für3%istderWertderanticipativenewigenRente= j-^ =34-3, 

der Wert der dekursiven ewigen Rente = ^r7v^= 33*3. 



§ 3. Sterbenswahrschelnlichkeit. Erlebens- 

wahrscheinlichkeit. 

Eine Tafel, welche die Anzahl der von L^ Neugeborenen, 
also -jährigen Personen nach 1, 2, 3, ... w ... w Jahren 
noch am Leben befindlichen Z^, Z^, ij, . . . X» . . . Zß, Per- 
sonen — wo Lo das höchste beobachtete Alter bezeichnen 
möge — enthält, heifst Sterblichkeitstafel. 

Auf Grund verschiedener, in verschiedenen Ländern und 
an verschiedenen Bevölkerungsschichten vorgenommener 
Beobachtungen wurden verschiedene Sterblichkeitstateln ge- 
wonnen, von denen einige der am häufigsten im Gebrauche 
befindlichen auf Seite 6 und 7 enthalten sind. 

Unter der Sterbenswahrscheinlichkeit r» einer 
w-jährigen Person versteht man die Wahrscheinlichkeit, dafs 
eine w -jährige Person innerhalb eines Jahres stirbt, unter 
der Erlebenswahrscheinlichkeit A« derselben die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs dieselbe nach 1 Jahre noch am Leben ist. 

Von in Personen leben nach einem Jahre nochZn+.i, 
es sterben daher innerhalb eines Jahres T^=^Ij^ — -^n+i- 



§ 3. Sterbeiiswahrscheinlichkeit. Erlebenswahrscheinlichkeit. 5 

Da die Wahrscheinliclikeit für das Eintreffen eines 
Ereignisses gleich ist der Anzahl der für das Eintreffen 
dieses Ereignisses günstigen Fälle dividiert dnrch die Anzahl 
aller gleich möglichen Fälle, folgt 

Tn ^n — -^n-f 1 

für die Sterbenswahrscheinlichkeit nnd 



Am 



•^n+l 



Zfn 

für die Erlebenswahrscheinlichkeit. 

An -(-Xu — j -p T — ^> 

was Yoranszusehen war, da die Person nach Ablanf eines 
Jahres entweder schon gestorben oder noch am Leben sein 
mufs, und 1 in der WahrscheinUchkeitsrechnnng der Wert 
der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist, das unbedingt 
eintreten mufs. 

Bezeichnet ferner iZ die Wahrscheinlichkeit, dafs eine 
92-jährige Person nach a Jahren noch am Leben ist, so ist 

die Anzahl der günstigen Fälle = £«+0 
„ „ aller möglichen „ =in, 
mithin 



Am 



L 



-'n 



Ist weiter %n die Wahrscheinlichkeit, dafs eine n-jährige 
Person innerhalb der nächsten a Jahre stirbt, so ist analog 

a J^n in -{- a 



Es ist auch hier: 



Am -[- tn — T I 7= — ■■■• 



'n -'-'n 



6 




L Kinleitnng. 
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4. Sterblichkeitstafeln. 




Ansatal der Lebenden 


Alt«r 
in 


Tafel der 28 dentsohen 

Oesellsohaften für normale 

Leben mit ToUtitfndisrer 


Tafel 
der 


Bruneis Tafel nach den 

Erfahrungen der preuss. allg. 

Witwen-Yerpflegnngs - Anstalt 

iHUirand dar Zait 


Jahren 


ftntlioher Untersuchung 


17- englischen 


vvsBaA»vna%& «avA &ffvav 

TOn 1776 bis 1845 








/IaQaII OAIi A-f^^AVI 






M&nner 


Frauen 


^70B0 im Vliwi vOU 


M&nner 


Frauen 


20 


100 000 


100 000 


93 268 


— 


9 392 


21 


99 376 


98 853 


92 588 


9 260 


9 260 


22 


98 760 


97 695 


91905 


9 202 


9136 


23 


98154 


96 538 


91219 


9144 


9 019 


24 


97 539 


95 411 


90 529 


9 085 


8 908 


25 


96 919 


94 311 


89 835 


9 025 


8 802 


26 


96 285 


93 237 


89137 


8 964 


8 700 


27 


95 642 


92181 


88 434 


8 903 


8600 


28 


94 982 


91140 


87 726 


8 842 


8 501 


29 


94 306 


90105 


87 012 


8 780 


8402 


30 


93 607 


89 080 


86 292 


8 717 


8 304 


31 


92 886 


88 054 


85 565 


8 653 


8 207 


32 


92142 


87 038 


84 831 


8 587 


8110 


33 


91378 


86 020 


84 089 


8 518 


8 014 


34 


90 590 


85 006 


83-339 


8 445 


7 918 


35 


89 778 


83 992 


82 581 


8 369 


7 823 


86 


88 941 


82 979 


81814 


8291 


7 729 


37 


88 081 


81967 


81038 


8 210 


7 636 


38 


87191 


80 964 


80 253 


8125 


7 543 


39 


86 270 


79 965 


79 458 


8 036 


7 451 


40 


85 318 


78 970 


78 653 


7 943 


7 361 


41 


84 330 


77 985 


77 838 


7 847 


7 273 


42 


83 301 


77 003 


77 012 


7 749 


7187 


43 


82 232 


76 034 


76173 


7 649 


7102 


44 


81122 


75 078 


75 316 


7 546 


7 018 


45 


79 976 


74128 


74 435 


7 440 


6 934 


46 


78 797 


73176 


73 526 


7 330 


6 849 


47 


77 591 


72 219 


72 582 


7 216 


6 762 


48 


76 352 


7^239 


71601 


7 097 


6 674 


49 


75 077 


70 230 


70 580 


6 973 


6 584 


50 


73 755 


69194 


69 517 


6 845 


6 492 


51 


72 365 


68130 


68 409 


6 714 


6 897 


52 


70 907 


67 036 


67 253 


6 579 


6299 


53 


69 378 


65 910 


66 046 


6440 


6197 


54 


67 777 


64 746 


64 785 


6 296 


6 090 


55 


66103 


63 533 


63 469 


6147 


5 976 


56 


64 362 


62 254 


62 094 


5 992 


5 858 


57 


62 550 


60898 


60 658 


5 880 


5 722 


58 


60667 


59463 


59161 


5 662 


5 583 


59 


58 711 


57 947 


57 600 


5487 


5 437 



§ 4. Sterblichkeitstafeln. 
Sterblichkeitstafeln. 





Anzahl der Lebenden 


Alter 

in 
Jahren 


Tafel der 28 dentechen 

Oesellsohaften für normale 

Leben mit Tollst&ndiger 

ärztlicher üntersnchnng 


Tafel 

der 

17 englischen 


Bruneis Tafel nach den 

Erfahrungen der prenss. allg. 

Witwen-YerpflegangB - Anstalt 

w&hrenä der Zeit 

TOn 1776 bis 1845 








Oesellschaften 








H&nner 


Franen 


M&nner 


Franen 


60 


56 692 


56 338 


55 973 


5 304 


5 286 


61 


54 601 


54 640 


54 275 


5112 


5130 


62 


52 453 


52 863 


52 505 


4 910 


4 969 


63 


50256 


50 998 


50 661 


4 699 


4 802 


64 


48 016 


49 056 


48 744 


4481 


4 627 


65 


45 733 


47 055 


46 754 


4 258 


4442 


66 


43 408 


44 973 


44693 


4 082 


4 246 


67 


41036 


42 798 


42 565 


3 804 


4 038 


68 


38 615 


40 549 


40 374 


3 573 


8 819 


69 


36163 


38 206 


38128 


3 338 


3 591 


70 


33 695 


35 763 


35 837 


3100 


3 356 


71 


31221 


33 248 


33 510 


2 859 


8117 


72 


28 757 


30 692 


31159 


2 617 


2 877 


73 


26 324 


28114 


28 797 


2 874 


2 637 


74 


23 925 


25 545 


26 439 


2132 


2 398 


75 


21576 


23 020 


24100 


1895 


2163 


76 


19 288 


20 549 


21797 


1677 


1935 


77 


17 088 


18169 


19 548 


1457 


1718 


78 


14 997 


15 877 


17 369 


1269 


1516 


79 


13 019 


13 748 


15 277 


1103 


1330 


80 


11167 


11800 


13 290 


954 


1159 


81 


9 425 


10 010 


11424 


817 


1000 


82 


7 809 


8 375 


9 694 


689 


849 


83 


6 348 


6 913 


8112 


568 


706 


84 


5 075 


5 598 


6 685 


454 


575 


85 


3 998 


4429 


5 417 


350 


461 


86 


3106 


3448 


4 306 


261 


866 


87 


2 394 


2 652 


8 348 


187 


289 


88 


1829 


2 023 


2 537 


127 


228 


89 


1382 




1864 


80 


180 


90 






1319 


46 


141 


91 






892 


24 


108 


92 


— — 




570 


11 


80 


93 


»- 


— 


839 


4 


57 


94 






184 


1 


38 


95 




^_ 


89 


— . 


24 


96 




— 


87 


— 


14 


97 


_- . 




18 




7 


98 






4 




8 


99 
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Zweiter Abschnitt. 

Versichening einfacher Leben. 



Erstes Kapitel. 

Einmai-Prämien der Erlebens- und Renten- 
versicherung. 



§ 5. Erlebensversichernng. 

Will eine Ä:-jährige Person einen Betrag ^Ex erlegen^ 
damit ihr nach a Jahren, falls sie in diesem Zeitpunkte noch 
lebt, der Betrag 1 ausbezahlt werde, so nennen wir dies 
eine Erlebensversichernng und ^£x den gegenwärtigen 
Wert oder die Einmal-Prämie der Erlebensversichernng. 

Mttfste der Betrag 1 nach a Jahren unbedingt zur Aus- 
zahlung gelangen, so wäre der gegenwärtige oder diskontierte 

Wert dieser Zahlung — ; da jedoch der Betrag 1 nur in dem 

Falle ausbezahlt wird, wenn die jetzt ^-jährige Person nach 
a Jahren , d. i. im Alter von {a -|- a) noch lebt und die 

Wahrscheinlichkeit hieflir — 14=^ ist, so mufs — noch mit der 
Wahrscheinlichkeit — — t? multipliziert werden; es ist daher 

Lx^a LxJ{.a 



r» i« i* i« 



'X 



§ 6. Leibrenten. 
Führen wir femer die Bezeichnung ein: 

^ = DL^, also auch -^ = I)L„^aj 



wo das D nicht als Faktor, sondern als ein Operations- oder 
Fonktionszeichen anzusehen ist, so ergiebt sich: 

^'~ DL, ^^ 

Wir nennen -^ = DLx die diskontierte Anzahl der 
Lebenden und werden sie in der Folge Kürze halber auch 
häufig blofs mit D, bezeichnen , so dafs D, = DL, = — • 

Wir hätten zu Formel 1) auch auf folgendem elemen- 
taren Wege gelangen können: 

Wollen sämtliche L, Personen des Alters x eine Er- 
lebensversicherung auf den Betrag 1, zahlbar nach a Jahren, 
eingehen, so gelangt nach a Jahren der Betrag Lx^^a znr 
Auszahlung, da von den L, Personen nach a Jahren nur 
mehr ix+a Personen am Leben sind. Der gegenwärtige 
Wert dieser Zahlung beträgt 

und da jede der versicherten L, Personen den i-c-ten Teil 
dieses Betrages als Prämie zu zahlen hat, ist die Einmai- 
Prämie der Erlebensversicherung, wie bereits gefunden: 

LxJ{.a 



'E, 




1 


-^aj + a 




7^ + a 

Lx 


DLx-^a 

DLx 


D, 



§ 6. Leibrenten. 

Bezeichnen wir mit R, den gegenwärtigen Wert oder 
die Einmal -Prämie der vorschüssigen Leibrente eines 
^-jährigen, d. h. einer sofort beginnenden, zu Beginn eines 
jeden Jahres, solange der Versicherte lebt, im Betrage 1 
zahlbaren Rente, so können wir uns vorstellen, dafs der 



10 n. Versichemog einfacher Leben. 

Versicherte mehrere Erlebensversicherungen eingeht, von denen 
die 1. sofort, die 2. nach 1 Jahre, die 3. nach 2 Jahren 
n. s. f. nach jedem weiteren Jahre, solange der Versicherte 
noch am Leben ist, im jedesmaligen Betrage 1 zahlbar ist. 
Demnach 

Da allgemein 



DxJf-a 



folgt: 

P _ J»» + X>x+ 1 + -P, + 2 + !>»+!. + ■ ■ ■ +D. 



X 



WO die Sammiernng der diskontierten Zahlen der Lebenden 
bis zum höchsten in der Sterblichkeitstafel vorkommender 
Alter u) fortzusetzen ist. 

Wir fuhren Kürze halber die Bezeichnung ein: 

i:2>, = i?,4-2>^+i + i?,+ 2 + ... + 2>c. 1) 

und nennen SDgc die Summe der diskontierten Zahlen der 
Lebenden vom Alter ^, und erhalten nun 

Soll die Leibrente eine dekursive sein^ so fällt blofs 
die sofortige Zahlung 1 weg und wir erhalten als Einmai- 
Prämie (i)i?a; der dekursiven Leibrente eines ^-jährigen 

(1)^« = ^x 1 = f^ 1 

oder 

<^>^^ 5^ 

und da in analoger Bezeichnung zu 1) 
folgt: 

(l)^x — — p O) 



§7. Selbständige Ableitung der Einmal-Prämie für die Leibrente. H 

§ 7. Selbständige Ableitung der £inmal-Prämie für 

die Leibrente. 

Bei der anticipativen Leibrente soll 

der Betrag 1 sofort, dann 
„ „ 1 nach 1 Jahre, 
„ „ 1 „ 2 Jahren, 

solange gezahlt werden, als der Versicherte noch am Leben ist. 
Würden diese Beträge unbedingt aasbezahlt werden, 
ohne Rücksicht darauf, ob der sich im Alter a Versichernde 
nach 1, 2, 3 . . . Jahren noch am Leben ist, so wäre der gegen- 
wärtige Wert dieser auf einander folgenden Zahlungen: 

111 

I — — — • • • 

Diese Werte müssen jedoch noch mit der Wahrschein- 
lichkeit des Ä?-jährigen, nach 1, 2, 3 . . . Jahren noch am Leben 
zu sein, d. i. mit den Werten 

^x 4- 1 J^x + 2 J^x 4- 8 

* • • • • 

T T T 

-*-'« •*-'» •^-'o; 

multipliziert werden und wir erhalten für die anticipative 
oder vorschüssige Leibrente: 



■ ^g+l 1 . Z>a; 4- 2 1 . i^a;4-3 J- 



bis an's Ende der Tafel, und da allgemein: 



•oder 



ix ^ i« ix Dx 

D -2?« + ^JB+l +-Da;+2 -f- • . • QN 

itx = Yi *^J 

■^x 

HD 

•^x 
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n. Versichening einfacher Leben. 



Bei der deknrsiven oder nachschttssigen Leibrente fällt 
die sofortige Zahlung des Betrages 1 weg, die Formel 1) 
geht daher über in 



(1)^« = -^ — r n f — 12 "T 



oder 



ix r 



Lx r 



L^ T 



8 



iXfix 



-Pg+l 4" -^3; + 2 -\-I^x^ 3 -}- . . . 



D 



ID 



X 



»+1 



oder 



D, 



+ ... 5) 

6) 
7) 



(1) 



Rgc = Rx — 1. 



8) 



§ 8. Berechnmig einer RententafeL 



Die Berechnung der Einmal-Prämie flir die anticipative 



Leibrente nach der Formel : Rx = 



Dx 



ist aus der nach- 



stehenden Tafel, die man auch Grundtafel nennt, da die- 
selbe auch für die später vorkommenden Versicherungsarten 
mit Vorteil verwendet werden kann, ersichtlich. 

Wir wählen hierbei als Beispiel die Tafel der 23 deutschen 
Gesellschaften für Männer und den Zinsftifs von 3®/o, r = 103. 

Die Potenzen des Diskontierungsfaktors können einer 
Zinseszins-Tabelle entnommen werden. 



§ 9. 


Grundtafel zur Berechnung der Leibrenten. 


X 


Lx 


1 


Dx — Lx 


£Dx 


^-T 






rx 


rx 




Dx 


1 


2 


8 


4 


5 


6 


89 


1382 


0-072 0256 


99-5393 


99-5393 


1 


88 


1829 


0074 1864 


135-6868 


235-2261 


1-7386 


87 


2 894 


0-076 4120 


182-9303 


418-1564 


2-2859 


86 


3106 


0-078 7048 


244-4555 


662-6119 


2-7106 


85 


3 998 


0-081 0655 


3240999 


986-7148 


30445 


84 


5 075 


0-083 4974 


423-7493 


1410-4611 


3-3285 


83 


6 848 


0-086 0024 


545-9432 


1956-4043 


3-5835 


82 


7 809 


0088 5824 


691-7399 


2648-1442 


3-8282 


81 


9 425 


0-091 2399 


859-9361 


3508-0803 


4-0795 


80 


11167 


0098 9771 


1049-441 


4557-521 


4-3428 


• 


• 


• 


• 


• 


• 



§ 9. Gnmdtafel zur Berechnimg der Leibrenten. 13 

Die Berechnung der einzelnen Kolonnen ergiebt sich 
unmittelbar aus der Tabelle. 

Bezüglich der Kolonne 5 ist zu bemerken: 

Da i:2>« = 2>x + l>a:+i + ^«+8 + -. + ^c« 

Tmd 

SDx-^i= * i?x + i + l>«+2 + --- + -D« 
folgt: 

SD^ = lD,^,-{-D^ 1) 

Für das höchste Alter co (hier ist co = 89) ist 
SD^ = D^ = D^^ = 99-5393, mithin 

-^As = -^A» + As = 99-5393 + 135-6868 = 2352261 
ID^^ = ID^^ + At = 235-2261 -j- 182-9303 = 418-1564 

Die Summe der diskontierten Zahlen für irgend ein 
Alter n erhält man daher durch Addition der diskontierten 
Zahlen dieses Alters und der Summe der diskontierten 
Zahlen des nächst höheren Alters. 

Die Werte von Dg. (4. Kolonne) können durch abgekürzte 
Multiplikation aus den Werten von Lx (2. Kolonne) und 

— (3. Kolonne), die Werte von R^ (6. Kolonne) durch ab- 

gekürzte Division von SD^ (5. Kolonne) durch D^ (4. Kolonne) 
gewonnen werden. 

Bequemer gestaltet sich die Rechnung logarithmisch 
nach dem Schema auf Seite 14 und 15. Auf 8 Decimal- 
stellen genau ist 

log r = log 103 = 0-012 837 22 

und log — = log :r^ = 0-987 162 78—1 

r lOo 



Da die dekursive Leibrente stets um 1 kleiner ist, als 
die entsprechende anticipative Leibrente, so erhalten wir: 

(i)Ä,, = (i)Ä35 = 2-0445 (i)Ä,i = 3-0795 

(i)7?gg = 0-7336 (i)Äg^ = 2-3285 (dÄ^o = 3-3428 u. s. t, 

(i)i2g, = 1-2859 (1)^88 = 2-5835 allgemein 

(i)Ä^^ = 1-7106 (DÄg, = 2-8282 (i)Ä. = iü^ — 1 

Zur direkten Berechnung der dekursiven Leibrente hätten 
wir das Schema auf Seite 16 
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n. Vernchernng einfacher Leben. 



X 


Lx 


1 




-S-Dx+i 




1 


2 


8 


4 


5 


6 


89 
88 
87 

• 


1382 
1829 
2 394 

• 


0.072 0256 
0.074 1864 
0.076 4120 

• 


99-5393 
135-6868 
182-9303 

• 




99-5393 
235*2261 

• 




0-7336 

1-2859 

• 



§ 10. Rekursionsformel zur Berechnung der 

Leibrenten. 

Die vorschüssige Leibrente für einen ^-jährigen besteht 
aus dem sofort zahlbaren Betrage 1 nnd der vom nächsten 
Jahre ab fälligen Leibrente; da jedoch der a: -jährige nur 
dann in den Genufs der Leibrente für einen {as -\- l)-jährigen 
tritt, wenn er nach 1 Jahre noch lebt, können wir uns vor- 
stellen, der Ä -jährige gehe eine Versicherung auf einen 
Betrag Äx + i ein, der gezahlt wird, falls der Versicherte 
nach 1 Jahre noch lebt. 

Die Prämie eines ^ -jährigen für eine Erlebens- 
versicherung im Betrage 1 und die Aufschubszeit eines Jahres 
beträgt ^E^, mithin für eine Erlebensversicherung im Be- 
trage Äa+i und die Aufsehubszeit eines Jahres: ^E^Rx^i' 

Um daher eine vorschüssige Leibrente zu erwerben, 
mufs der ^-jährige: 1 -\-^ExRx-\'i erlegen, d.h. 

Ra.= l -]- ^Exüx-^-l 1) 

oder, da ^^ — ^"^' 



'E,= 



Dx 



auch 



Rx=l + 



D 



as + l 



D 



R 



* + i 



2) 



X 



Zm Formel 2) gelangen wir auch auf folgendem Wege : 
Da lD^ = I):„-\- iD^j^i^ folgt aus Rx= jJ^ auch: 

in 



Dx-\-lDx-\-i . I ^^oj + i 
^x = fi = ^-r 



D 



X 



1 + 



ED 



«4-1 



D 



«4-1 



D. 



D 



i + i 



= 1 + 



ED 



D, 



+ 1 



D, 



+ 1 



Ä 



§ 10. Bekarsionsformel zur Berechnung der Leibrenten. 17 
und wegen 



auch ttbereinstimmend mit 2) 



rc + l 



i2. = l + %:i-Ä, 



Da femer 



^« + 1 _ r^ + ^ _ A + i 



D. 








rXa. 


sh ans 


2) 








Är- 


= 1 + 




Äa 


• + i- 



3) 

Formel 3) kann dazn benutzt werden, nm die Leibrente 
fttr irgend ein Alter ans der Rente für das nächst höhere 
Alter zu berechnen. 

Der Wert der vorschüssigen Leibrente für das höchste 
Alter der Sterbetafel, z. B. das Alter 89 in der Tafel der 
23 deutschen Gesellschaften für Männer ist stets 1; denn 
da sämtliche 1382 Personen des Alters 89 vor Erreichen 
des Alters 90 sterben, besteht die Leibrente des 89-jährigen 
nur in der einmaligen Zahlung des Betrages 1. 

Es ist daher Ä^^ = 1 

r» 1 I A» p 1 I ^^^82 1 I 1382 

^88 — Ai-^ 2.33 ^8» — ^ "1" 1-03.1829 ' ^ — ^ "^ 1883-87 

= 1-733597 

7? _i ■ -^88 D _, , 1829.1-733597 
^87-1-h^ 2:^^^88 — 1+ 1.03 2394 

Zur logarithmischen Berechnung der Leibrenten nach 
der ßekursionsformel 8) würden wir uns des folgenden 
Schema's bedienen: 

Grofsmunn, Yersioheningsmafhemutik. 2 



18 



II. Versichernng einfacher Leben. 



X 


Lx 


log Lx 


log (rLx) 


■"' (^) 


Är-fl 


1 


2 


8 


4 


5 


6 


89 

88 
87 
86 

• 


1382 
1829 
2 394 
3106 

• 


3-140 508 
3-262 214 
3-379 124 
3-492 201 

■ 


3-275 051 
3-391 961 
3-505 038 

• 


0-865 457-1 
0-870 253-1 
0-874 086-1 

• 


1 

1-733 597 
2-285 882 

• 



Auf ähnliche Weise, wie für die vorschüssige Leibrente, 
können wir auch die Bekursionsformel für die nachschüssige 
Leibrente ableiten. 

Wenn eine gegenwärtig ^-jährige Person am Ende 
des 1. Jahres, also nach einem Jahre, den Betrag 1 und 
aufserdem den Wert der nachschttssigen Leibrente für 
eine (a: -|- 1)- jährige Person (i)i?a; + i erhält, so kommt dies 
einer nachschüssigen Leibrente für eine ^-jährige Person 
gleich. 

Um jedoch nach 1 Jahre, falls er noch am Leben ist,, 
den Betrag (1 + w-ß^ + i) zu erhalten, mufs der ^-jährige 
gegenwärtig den Betrag ^E^O- -{- (i)Rx-^i) erlegen; es 
ist also 



oder 



(l)Äaj = (1 + (l)-ßx + l) ^^x 
(1)^0; = (1 + {l)^x + l) ^ 



4) 



5) 



-L^X 4- 1 ^X + 1 



oder endlich wegen — .^^^— = — ^ 

■Dx rL 



J^x-^l 



(1)Ä« = (1 +(l)^a: + l) —-f- 

iJ^x 



6) 



Formel 6) kann nun in ähnlicher Weise wie Formel 3) 
als Bekursionsformel zur Berechnung der nachschüssigen 
Leibrente aus der nachschüssigen Leibrente des nächst 
höheren Alters verwendet werden. 

Für das höchste Alter tj der Sterblichkeitstafel ist 
^jÄ^ = 0, da eine Bentenzahlung am Ende des Jahres nicht 
stattfinden kann. 



§ 11. Aufgeschobene Leibrente. 
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log Ar 4-1 


10, (^dü^) 


ias-f-l Bx+l 

rLx 


SfX — 

^ . Za+lÄr + l 


■ 

7 


8 


9 


10 




0-238 948 

0-359 054 

• 


0-865 457—1 
0-109 201 
0-233 140 

• 


0-733 597 
1-285 882 
1-710 568 

• 


1-000 000 
1-733 597 
2-285 882 
2-710 568 

• 



Formel 5) erhält man auch aus: 



iÄ<r = 



SD^ 



(D-n.« 



+ 1 _ 



SD 



x + l 



D 



a + i 



D 



X 



D 



Dx + 1 -j~ ^^x + 2 -Pg + l 



rc + l 



^I>x^r 



D 



«+■1 



und wegen : (x)Rx + 1 = ti """^^ *^^^ 



0+^) 



D 



x + \ 



D 



X 



Dx^i 



(i)Rx = (1 +(i)/Zx+i) —^ — . 



§ 11. Aufgeschobene Leibrente. 

Soll der Rentenbezug nicht sofort, sondern erst zu 

Beginn des 2., 3., 4 (a-f- l)-ten Jahres beginnen, so 

heifst die Rente eine um 1, 2, 3 a Jahre aufgeschobene 

vorschüssige Leibrente; wir bezeichnen dieselbe mit 

^iZa;, wo a; das Alter des Versicherten zur Zeit des Ab- 
schlusses der Versicherung und a die Aufschubszeit bezeichnet. 
Ebenso sprechen wir von einer um 1, 2, 3, ... a Jahre 
aufgeschobenen nachschüssigen Leibrente, falls der 
Rentenbezug erst am Ende des 2., 3., 4., . . . (a -|- l)-ten 

Jahres beginnt und bezeichnen dieselbe analog mit (i^Äa?. 
Um den Wert der um a Jahre aufgeschobenen vor- 
schüssigen Leibrente für eine .2? -jährige Person zu finden, 
stellen wir uns vor, der Versicherte gehe eine Erlebens- 
versicherung auf einen Betrag ein, der nach a Jahren, falls 
der Versicherte zu dieser Zeit noch lebt, ausbezahlt werden 
soll; die Höhe des versicherten Betrages sei gleich dem 
Werte der nach a Jahren, d. i. im Alter (je -\- a) des Ver- 
sicherten beginnenden Leibrente Äx + a. 

2* 



20 ^- Versichenmg einfocher Leben. 

Es ist mithin 



und wegen 






X 

auch 



*^x = TT^ -^sß + a- 2) 



Analog ist die um a Jahre aufgeschobene nachschtissige 
Leibrente für einen a:-jährigen gleich einer Erlebens- 
versicherung mit der Auftchubszeit a im Betrage (i)i2a.^a> 
mithin 

{D^x = J^x il)Rx + a 3) 

oder 

{i)Rx = — YT^ 0)''^« + « ^) 

-^x 

Aus 1) folgt femer: 

a'JT -^x -f- a ^ ^-^x-^-a 



a 



±Cx = j=: . 5) 



Ebenso aus 4) 



a-n ^x + a ^^x -|- a + 1 

(1)^« = 



oder 

Zu der Formel 5) gelangen wir auch, wenn ¥mr bei 
der yorschttssigen Leibrente die ersten a Zahlungen, also 
die zu Beginn des 1., 2., 3. . . . a-ten Jahres fälligen 
Zahlungen im gegenwärtigen Werte: 

- Lx-ifX 1 -^^+2 1 Lx^^Q,^^ 1 

^' Lx ' r' Lx ^ r^'"' Lx ' r»-^ 

ausfallen lassen. 



§ 11. Aufgeschobene Leibrente 21 

Die lebenslängliche Leibrente 

geht dann über in die aufgeschobene Leibrente 

ap- Lx^a 1 j^ Xa.4,o4.i 1 . -^g 4-04- 2 1 t 

^"" jL« 'r«"^ ia, "r^ + i"^ i^ ^a + 2-t---- 

nnd da 
oder 

a-n -Pg + g-r -Pg + q + i -[- ■Pg + a + 2 -|- • •■• 



'~ D 



X 



a~n ^ -^x 4- a 

'~ D 

ttbereinstimmend mit Formel 5). 
Ebenso ist 

an X>g 4- g 4- 1 1 | ^a; 4- a 4- 2 1 | 

a^p -^a; 4- a 4- 1 _\ -^x 4- a 4- 2 | ^J^x + a-^-l 

ttbereinstimmend mit Formel ö). 

Aus Formel 5) erhalten wir für a == 1 

i-p ^-Dx-^-i 

und da auch 



folgt 



d. h. die nachschttssige Leibrente ist mit der um 1 Jahr 
aufgeschobenen vorschttssigen Leibrente identisch. 



•»x« 


D» 


(l)-ßa 




(l)-ßa 


-'Hr 
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II. Versicherang einfacher Leben. 
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24 n. Versichenmg eiiifacher Leben. 

Die Werte für log D^^ log ^B^j^^^ log JlB;,j^^ . . . 
log iDx+i in vorstehender Tabelle wurden der Gmndtafel 
zur Berechnung der Leibrenten (§ 9) entnommen. 



§ 12. Kurze oder temporäre Leibrente. 

Soll die Bente nicht lebenslänglich, sondern nnr d Jahre 

hindurch im jedesmaligen Betrage 1 gezahlt werden, so 

erhalten wir die temporäre oder kurze Rente, deren 

£ 
gegenwärtigen Wert wir mit Ex bezeichnen, wo das d 

ttber dem R angiebt, wie viele Jahre hindurch die Bente 

bezogen wird. 

In der Formel für die lebenslängliche Leibrente falten 
sämtliche Zahlungen nach der d-ten weg, wir erhalten daher 

i^ = 14.r5?L±iL i i^^^+ll I , Lx^ä^i ^J_ 

^" ^^ Lx r^ Lx r^^ ^ Lx f^-' 
oder 






*=d— 1 



y n 

^*- B^x ~"^"^r~^ 

Da jedoch: 

wo a>, wie bisher, das höchste in der Sterbetafel vorkommende 
Alter bezeichnet, oder 

" iZ?a:+fc = ^Bx — ^Bx^^ 

folgt: 

-= ^Bx — iBx^d IN 

R.= ^ 1) 



oder auch: 



§ 12. EtiTze oder temporäre Leibrente. 25 






und wegen 



"" i>. D. 



- = R^ und — =r^^^= RxJ 



D, ^^. --^ ^^ 
weiters auch: 

Rx = Rx — "^oj 2) 

d. h. die d Jahre hindurch zahlbare temporäre Leibrente 
wird erhalten, wenn man von der lebenslänglichen Leibrente 
die um (2 Jahre aufgeschobene Leibrente des ^-jährigen in 
Abzug bringt. 

Wir können die Formel 2) durch folgende Überlegung 
auoh unmittelbar erhalten: 

Die lebenslängliche Leibrente . für den ^-jährigen kann 
aus zwei Teilen bestehend gedacht werden, von denen der 
erste die Zahlungen zu Beginn des 1., 2., 8. . . • d!-ten Jahres, 
d. i. die temporäre Leibrente itir d Jahre, der zweite die 
weiteren Zahlungen vom Beginne des (d -|- l)-ten Jahres 
angefangen, d. i. die um d Jahre aufgeschobene Leibrente 
un^afst; es ist daher 

Rx = Rx -|- Hx 
und hieraus übereinstimmend mit 2) 

d 



Rx = Rx — ''Rx. 

Fttr die kurze nachschüssige Leibrente finden wir 
analog : 

d-n ^DxJfi SDx^d-^-l 






In der Folge soll, wo nichts anderes erwähnt, unter 
Leibrente stets die vorschüssige Leibrente verstanden werden; 
auoh werden wir uns, wo kein Mifsverständnis zu befürchten 
ist, statt des Ausdruckes Leibrente oder lebenslängliche 
Leibrente zumeist nur des Wortes Beute bedienen. 
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§ 13. Aufgeschobene temporäre Renten. 27 

§ 13. Aufgeschobene temporäre Renten. 

Die Bente kann auch aufgeschoben und temporär zu- 

gleich sein. ^Rx bezeichnet eine um a Jahre aufgeschobene, 
d Jahre hindurch zahlbare Bente eines .z?-jährigen ; dieselbe 
wird zu Beginn des (a -\- l)-ten, (a -|- 2)-ten, ... (a -(- c^)-ten 
Jahres im jedesmaligen Betrage 1 gezahlt. 

Da die um a Jahre aufgeschobene Leibrente in zwei 
Teile zerlegt werden kann, deren erster die Zahlungen zu 
Beginn des (a -f- l)-ten , (a -f" 2)-ten, . . . (a-\- dyten Jahres, 
der zweite alle späteren Zahlungen vom Beginne des 
{a-\-d-{- l)-ten Jahres angefangen umfafst, folgt : 



mithin: 



und da: 



% = -i2, + (« + ^)i?. 



-R^ = I^±± und (-+^)^,^ ^^-+-+-^ 



1) 



weiter aus 1) 



'X 



a~p ^*^x^a 



SD 



x-\-a-\- d 



"aj 



D 



2) 



X 



Für die aufgeschobene temporäre Rente gestaltet sich 
die Bechnung ebenfalls bequemer nach der Formel 1), wie 
aus folgender Tabelle ersichtlich: 



X 


«Ä, 


JRx 


JRx 


Mx 


1 
Mx — Mx 


1 


2 


3 


4 


6 


6 


45 
46 

47 
48 
49 
50 

• 


12-8491 
12-5192 
12-1832 
11-8418 
11-4957 
11-1466 

• 


11-9754 
11-6473 
11-3133 
109745 
10-6313 
10-2857 

• 


11-1414 

10-8156 

10-4847 

10-1493 

9-8103 

94693 

. 


10-3459 
10-0235 
9-6964 
9-3655 
9-0316 
8-6926 
. 


0-8737 
0-8719 
0-8699 
0-8673 
0-8644 
0-8609 
• 
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IL Veraichermig ein&oher Leben. 



2 


3 


1 


2 


1 




Mx = 


Mx ^ 


Mx ^^ 


*Bx- 


'Bx^ 


X 


8t> 6 r> 
Jix — Jtlx 


^Mx—^Bx 


Mx — Mx 


Mx — Mx 


^Bx ^Är 




7 


8 


9 


10 


11 


n 


1-7077 


2-5032 


0-8340 


1-6295 


0-7955 


45 


1-7036 


2-4957 


0-8317 


1-6238 


0-7921 


46 


1-6985 


2-4868 


0-8286 


1-6169 


0-7883 


47 


1-6925 


2-4763 


0-8252 


1-6090 


0-7838 


48 


1-6854 


2-4641 


0-8210 


1-5997 


0-7787 


49 


1-6773 


2-4540 


0-8164 


1.5931 


0-7767 


50 


• 


• 


• 


• 


• 


• 



§ 14. Altersrenten. 

Eine besondere Art der aufgeschobenen Renten sind 
die Altersrenten. Will ein a?-jähriger vom Alter a an- 
gefangen eine Bente im jährlichen Betrage 1 beziehen, so 
ist die Rente um (a — x) Jahre aufgeschoben, mithin 



(a — x) 



rvt IB 



Iifr.=^ 



x-\-{a — x) 



2Da 



Altersrenten, zu beziehen Tom Tollendeten 60., 65. nnd 70. Lebensjahre an. 



X 


log Da; 


log £D60 


log -TDeß 


log Hlho 


.^(T) 


1 


2 


8 4 


6 


6 


45 
46 
47 
48 
49 
50 

• 


4-325 285 
305 998 
286 462 
266 633 
246 483 
225 930 

• 


5-005 011 

>» 

. 


4-771 594 

11 
1» 

»» 
>f 

11 

. 


4-487 039 

11 
11 
11 
»» 

. 


0-679 726 
699 013 . 
718 549 
738 378 
758 528 
779 081 

• 



'«.(^) 


...(T') 


(60-x)5^ 

" Dx 


"" Dx 


^Dio 
■" Dx 


X 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


0-446 309 
465 596 
485132 
504 961 
525111 
545 664 
* 


0-161 754 
181 041 
200 577 
220 406 
240 556 
261 109 
• 


4-7833 
5-0005 
5-2306 
5-4749 
5-7349 
6-0129 

m 

• 


2-7945 
2-9214 
3-0559 
3-1986 
3-3505 
3-5129 

• 


1-4513 
1-5172 
1-5870 
1-6611 
1-7400 
1-8244 

• 


45 

46 
47 
48 
49 
50 

• 
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§ 15. Steigende Renten. 

Wird die Rente nicht in einem gleich bleibenden, 
sondern von Jahr za Jahr steigenden Betrage ausbezahlt, so 
haben wir es mit einer steigenden Rente zn thnn; wir 
betrachten hier nur solche steigende Renten, bei denen die 
in den auf einander folgenden Jahren zur Auszahlung ge- 
langenden Beträge eine arithmetische Progression bilden; 
die einfachste steigende Rente ist jene, bei welcher 

zu Beginn des 1. Jahres der Betrag 1, 

n y^ n ^' n « n ^t 

w n w ^^ n n n *'7 



n n 



u. s* TT. „ „ „ A'ien „ 

ausbezahlt wird, der auszubezahlende Betrag daher, solange 
der Versicherte am Leben ist, jährlich um den Betrag 1 
zunimmt. Wir bezeichnen die Einmal -Prämie dieser Rente 

mit Rx und nennen sie eine lebenslänglich steigende 
Rente. 



§ 16. Lebenslänglich steigende Renten. 

Wir können uns die lebenslänglich steigende Rente aus 
der Summe mehrerer im jährlichen Betrage 1 zahlbarer 
Renten bestehend denken, von denen die 1. sofort, die 
2. nach 1 Jahre, die 3. nach 2 Jahren u. s. w. beginnt. 

Es ist daher 

jR^. = jRa; -}- jK^. -|- jR^. -|- jRa. -|- . . . 1) 

und da 

^^- B, +~^ ^ B, -^'•- 
oder 

R, . ^- . 2) 



30 n* Versicherang einfacher Leben. 

Setzen wir 

wo IlDx die Samme der Summen der diskontierten 
Zahlen genannt und aus I^JD^j -Ti^x + i, SDxJ^i ... SDu, 
in ähnlicher Weise gebildet wird, wie iDx aus Dx^ J^x-^ir 
Dx-\-2 ' ' • J^tü, SO ist 



JKx=^ 



D 



4) 



X 



Die Formel 4) kann auch auf folgende Weise abgeleitet 
werden. Da im 1. Jahre der Betrag 1, im 2. Jahre der 
Betrag 2, u. s. w. ausbezahlt wird, ist 



l=l + 2-%tI.l. + 3^*4 + 4 



'« 



L 



X 






8 



+ ... 



oder 

J^x -'^x 



x + 2 



+ 4 



D 



« + 3 



Ä 



+ ... 






5) 



Der Zähler (!>, + 21>:.+i + 3i>„+2 + 41?« + » + . . .) kann 
nun in folgende Siunmen zerlegt werden: 

i>»+2i)«+, + 3i>«+2 + 4Z>,+s + . . . 

+ 

und, wenn wir horizontal summieren, 

Bx + 2i?,+ 1 + 3i?,+ 2 4- 42?,+ 8 + . . . 

= i;Z?, + iDx^x + i:2?:c+ 2 + ^^«+3 + . . . = -T-Tl?, 

also 



i2x = 



2:i;i? 



X 



i? 



o; 



§ 16. Lebenslänglich steigende Renten. 
Schema zur Berechnung unbegrenzt steigender Renten. 
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X 


2Dx 


SSDx 

=^ssnx^i 

+ 2Dx 


log SSDx 


logDx 


Z. 
log Ex 
— log JlJlBx 
— log Bx 


Z. 
■Rx 


1 


2 


8 


4 


6 


6 


7 


89 


99 5394 


99-5394 


1-997 995 


1-997 995 


0-000 000 


1-0000 


88 


235-226 


334-765 


2 524 741 


2-132 539 


392 202 


2-4672 


87 


418-156 


752-921 


876 750 


262 286 


614 464 


4-1159 


86 


662-612 


1 415-53 


3-150 919 


388 200 


762 719 


5-7905 


85 


986-712 


2 402-25 


380 618 


510 679 


869 939 


7-4121 


84 


1 410-46 


3 812-71 


581 234 


627 110 


954 124 


8-9975 


83 


1 956-40 


5 769-11 


761 109 


737 148 


1.023 961 


10-5672 


82 


2 648-14 


8417-25 


925 170 


839 943 


085 227 


12-1682 


81 


3 508-08 


11 925-3 


4.076 469 


934 466 


142 003 


13-8676 


80 


4 557-52 


164828 


217 031 


3020 959 


196 072 


15-7062 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 



Die Werte für I^D^ und log Da: wurden der Grundtafel 
zur Berechnung der Leibrente entnommen. 

Wäre die Rente das 1. Jahr im Betrage a, das 2. Jahr 
im Betrage (a -(- ö), das 3. Jahr im Betrage (a -j- 2^) u. s. w. 
zu zahlen, und bezeichnen wir die Einmal-Prämie dieser 

/i 
Rente mit jR", so ist diese Rente offenbar gleich einer lebens- 
länglichen Leibrente im jährliehen Betrage (« — S) mehr 
einer steigenden Rente, die im 1. Jahre im Betrage ö, im 
2. Jahre im Betrage 2d, im 3. Jahre im Betrage 3^ u. s. w. 
zu zahlen ist. 

Es ist daher 



oder 



A 



6) 



7) 






32 n. Versichening einfacher Leben. 

§17. Eine Anzahl von Jahren hindurch steigende 
nnd dann konstant bleibende Renten. 

Es bezeichne Rx die Einmal-Prämie einer Rente, die 
das 1. Jahr im Betrage 1, das 2. Jahr im Betrage 2, . . ., 
das i-te and jedes folgende Jahr, so lange der Versicherte 
am Leben ist, im Betrage k gezahlt wird. Es ist als- 

dann l^x gleich der Snmme von k Benten im jedesmaligen 
Betrage 1, deren erste sofort, die 2. nach einem Jahre, die 
3. nach 2 Jahren, ... die i-te nach (k — 1) Jahren beginnt. 

»L _ _ 

ü;, = Ä, + ii?, + 2ü;^ + ...+(*-i)Ä, 

D.^ D, "t- D, "T'-'-r D^ 

oder 

•^x 

Der Wert des Zählers ändert sich nicht, wenn 

bis zum höchsten Alter dazu addiert imd zugleich von dem- 
selben subtrahiert wird. 

Nun ist aber 

SDx + J2?.+i + SDx^2 + . . . 

+ i:2?a:+k- 1 + ^^o^+k + ^Dx^lc-\-l + . . . + ^D^ = ^^Dx 

folglich: 

% ElD x — SlDx ^i, ,, 

^x = t5 . 1) 

So ist Z. B. 



*L _ 2SD^^ — ssDji _ 16482-8 — 240225 _ 1408055 
**"" I>8o ~ 1049-44 ~ 1049-44 
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log 14080-55 = 4-148620 
log 1049-44 = 3-020959 

log Ä80 = 1.127661 
/g8o = 13-4172 

Bezeichnet R^ eine Rente, die mit dem Betrage a 

beginnt, jährlich um d steigt and, nachdem sie i-mal ge- 
zahlt wnrde, mit dem zu Beginn des i-ten Jahres erreichten 
höchsten Betrage [a-|-(A; — 1)6] konstant bleibt, so kann 
diese Eente durch die Summe zweier Renten ersetzt werden, 
deren erste im konstanten Betrage von (a — ö) jährlich, 
die zweite in einem von d bis kd steigenden und dann 
konstant bleibenden Betrage ausbezahlt wird. 

Es ist daher 



kjö hl_ 

R ={a — d)R,-^dE, 2) 



oder 



*^«_ (g — d)lD, + 6 {SED, — ESD^^j:) o. 

D, ' ^ 



§18. Eine Anzahl von Jahren hindurch steigende 

nnd dann aufhörende Renten. 

*^ 
Bezeichnen wir mit Rx eine Rente, die zu Beginn 
des 1., 2., 3., . . . Ä;-ten Jahres 

im Betrage 1, 2, 3, . . . ä; ausbezahlt wird und dann auf- 
hört, so kann dieselbe durch k temporäre Renten im jähr- 
lichen Betrage 1 ersetzt werden, deren erste sofort beginnt 
und k Jahre dauert, die 2. nach 1 Jahre beginnt und {k — 1) 
Jahre dauert . . . und deren letzte nach {k — 1) Jahren 
beginnt und nur einmal gezahlt wird. 

Es ist daher 

fc^ Je (fcj^l) {Ti^2) J_ 

Grofsmann, yeruicherangsmatheniätik. 3 
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Da 



■ttx 



mithin 



fß SDxJ^i — sDx^i^(ic-%) iDx^i — ^Dx-\- 

'~ l^x "" 'Bx 



erhalten wir, wenn für i der Eeihe nach 0, 1, 2 ... (ä: — 1) 
gesetet wird 

% _ {ßBx'-:EDx^^:)^{^I)xJ^^-:^l>xJr^^^-.^M^^-^y^'^-^^-^^ 

Mx— ^ — 

oder 

*^ {2D^ + ED ^+^ + -rJ? ^+2 + --- + -^-P»+fc-') 
^« = ^ 

J^x 

I 

t ft-mal 



(i:i?^+ > + -^^-P« +> + ••• + •^-P^+ *) 

and da 

Äj, = = . iäj 

So ist z. B. der Wert einer steigenden Beute ftlr einea 
80jährigen, die mit dem Betrage 1 beginnt, jährlich nm 1 
steigt und, nachdem sie 5 mal gezahlt wurde, aufhört: 

*^ i:i:Ao--S:i^A»-5XA6 _ 16482-8-2402-25-5.986-712 
^"^ Ao ~ 1049-44 

_*^ _ 16482-8 — 2402-25 — 4933-56 _ 91470 
— -«80 — 1049-44 ~ 1049-44 

log 9147-0 =3-961279 
log 1049-44 = 8-020959 



6^ 

log Ägo = 0-940 320 
Ägo = 8-7161 
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Bezeichnet analog R^ eine steigende Rente, die zu 
Beginn des 1., 2., 3., ... i-ten Jahres 

im Betrage a, « 4" ^> a -j" 2^? • * • [« -j- (^ — 1)^] ausbezahlt 
wird und dann aufhört, so kann diese Beute ersetzt werden 
durch die Summe einer konstanten k Jahre andauernden 
Rente im jährlichen Betrage von (a — S) und einer k Jahre 
hindurch steigenden und dann aufhörenden Rente im Zahlungs- 
betrage ^, 2(J, 3^, . . . i(J in den aufeinanderfolgenden Jahren. 

Es ist daher 

R^={a — S)R,^ÖR, 3) 

oder 

''^a_ {a-S){lD.-ED,^j;)+d{Si:D,-i:sD,^y,-kED,^^) 



§ 19. Aufgeschobene steigende Renten. 

Soll die lebenslänglich steigende Rente nicht sofort, 
sondern erst nach a Jaluren, also zu Anfang des (a -|- l)-ten 
Jahres beginnen, so heifst sie um a Jahre aufgeschoben; 
wir bezeichnen ihren gegenwärtigen Wert analog der bis- 

z. 
herigen Bezeichnung mit "i^x, falls die Rente nach a Jahren 

mit dem Betrage 1 beginnt und jährlich um 1 steigt. 
z. 

^Rx mufs gleich sein dem gegenwärtigen Werte einer 
Erlebensversicherung auf einen nach a Jahren zahlbares 

z. z 

Betrag Rx-\-a^ da der Versicherte für den Betrag iZ-c 4. « eine 
nach a Jahren, also im Alter [x -\- a) beginnende, lebens- 
länglich steigende Rente erwerben kann. 

Es ist daher 



und da 



^z ^ z 

Rx= ExRx-^a 1) 

% = .^^ auch''£ = ^^^l+. 2) 

3* 
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oder auch, da R^,„ = 









-R^ = ^^^±iL. 3) 



X 

Ebenso finden wir: 



X •'^x 



~ D ^ 

für eine um a Jahre aufgeschobene, dann mit dem Be- 
trage a beginnende, jährlich um 8 steigende Rente. 

Beginnt die aufgeschobene Beute nach a Jahren mit 
dem Betrage 1, steigt jährlich um den Betrag 1 und bleibt 
dann, nachdem sie ^-mal gezahlt wurde, im Betrage k kon- 
stant, so ist ihr gegenwärtiger Wert: 

-^x j-j *^x 4- a 



^x Dx Dx-if-a 

5) 



^^^x + a ^^^x + a + k 



D. 



X 



Soll die aufgeschobene Beute nach a Jahren mit dem 
Betrage a beginnen, jährlich um 6 steigen und, nachdem sie 
Ä-mal gezahlt wurde, mit dem Höchstbetrage [« + (* — 1)^] 
konstant bleiben, erhalten wir als gegenwärtigen Wert der- 
selben : 

•Ä =^ K+a=^ [{«-ö)Rx + a + dE. + .] 
Dx ^x + a 

Wenn die aufgeschobene Beute nach a Jahren mit dem 
Betrage 1 beginnt, durch k Jahre jährlich um 1 steigt, 
und dann aufhört, ergiebt sich als ihr gegenwärtiger Wert: 
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■^x j\ -^x 4- a 

Dx-\-a SEDx^a ^-S'i^x^.g-f-fc kZDx^a^lc 

-^x -^x 4- a 

It.— jj^ 

und endlich finden wir für die aufgeschobene, nach a Jahren 
mit dem Betrage a beginnende, jährlich um d steigende 
und, nachdem sie &-mal gezahlt wurde, aufhörende Beute: 

DxJta (tt S) [ED^j^a EDx^aJ^%) 

Ux I^x 4- a 

I I>x-^a. S(IlDx^a I^Dx + a-^k klDx^a-\-k) 

IT) n 



a 



^^ icc — 3)(SJD,+^—2D. + a+i) 



' D 



X 



, d{I2:Dx^a i:EDxJ^a^l, hi:Dx^aJf.h) Qx 

Den Wert einer um 3 Jahre aufgeschobenen, lebens- 
länglich steigenden Beute für einen 80jährigen finden wir: 

8^ SED^^ 5769-11 



Ao 1049-44 

log X^As = 3-761 109 
log Ao = 3-020959 

log Xo = 0-740150 



3 



R^ = 5-4973 



Soll die um 3 Jahre aufgeschobene, steigende Beute 
für einen 80jährigen nach 5 maliger Zahlung konstant 
bleiben, finden wir: 

\0 ^ SID^^ — IID^^ ^ 5769-11 — 334-765 _ 543434 
''~ Ao ~ 1049-44 ~ 1049-44 
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log 5434-34 = 3-735 147 
log 1049-44 = 3-020959 



log 


»An — 0-714188 

6/ 

»Ä80— 51783 



Hört die um 3 Jahre aufgeschobene; steigende Beute 
für einen 80-jährigen nach ömaliger Zahlung ganz auf, 
so ist: 

8^ _I I:Dbs-:S2:Dss'-5IDss 576911-334'765-5.235'226 
'' Ao "" 1049-44 

3^ 576911 — 334-765 — 117613 425821 



1049-44 1049-44 

log 4258-21 = 3-629227 
log 1049-44 = 3-020959 



log 'Ä8o = 0-608268 



'80 



^E.a = 4-0576 



§ 20. Unterjährige Renten. 

Wird die fiente nicht einmal jährlich, sondern in 
kleineren Terminen wiederkehrend ausbezahlt, so nennen 
wir sie eine unterjährige oder terminweise Eente. 

n 

Wir bezeichnen mit R^ den gegenwärtigen Wert einer 

vorschttssigen lebenslänglichen unterjährigen Rente, welche 
an eine beim Abschlüsse der Versicherung ^^-jährige Person 

in Zeitabschnitten von — Jahren jedesmal im Betrage — 

ausbezahlt wird und bei welcher die erste Zahlung sofort 

n 

beim Abschlüsse der Versicherung erfolgt, mit "Ä" den Wert 
einer ebensolchen, jedoch um a Jahre aufgeschobenen Beute. 
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Van Geers Methode zur Berechnung des Wertes 

der anterjährigen Bente. 

Die 1., (n + l)-te, (2n + l>te, (3«+ l)-te, .. . (Ä:n + l)-te ... 
Zahlung im jedesmaligen Betrage von — ergeben zusammen 
«ine gewöhnliche vorschüssige Leibrente im jährlich ein- 
maligen Zahlungsbetrage von — , ihre Summe ist daher — Rx. 

Ebenso ist die Summe der 2., (n -|- 2)-ten, (2n -f- 2)-ten, 
{]cn-\- 2)-ten . . . Zahlung gleich einer um — Jahr auf- 

/v 

geschobenen vorschttssigen Leibrente im jährlichen Zahlungs- 

1 1 -- 

betrage von — , daher gleich — ** Rx* 

Die Summe der 3., (n -f- 3)-ten, (2«-|"3)-ten, . . . 

1 ^- 
{kn -\- 3)-ten . . . Zahlung ist ebenso gleich — ♦» Rx', 

endlich die Summe der n-ten, 2w-ten, . . . An-ten. . . 

n 1 

Zahlung gleich der um Jahre aufgeschobenen Bente 

1 1 ^^::ii — 

im jährliehen Betrage von — , gleich — * Rx. 

Wir erhalten daher: 

R^ = ^(Rx + '^R. + '^R. + ^.. + '^R^. 1) 

Da die um 1 Jahr aufgeschobene Leibrente um 1 kleiner 
ist, als die sofort beginnende Leibrente 

Rx = Rx — 1 
kann näherungsweise angenommen werden, dafs die um 

— , — , — , . . . Jahre aufgeschobene Leibrente um 

n n n n 

— , — , — , . . . kleiner ist, als die sofort beginnende 

71 Ti n n 

Leibrente. Es ist daher 
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-- 1 

^ Ex = ^x 

n 



n 



n — l 

n 



n B^ = K 



n 
Es ergiebt sich daher ans 1) 

<=«- ['^+ («--D + (^-D+-+(^--^)] 

oder 






n L \ n ' w ' ' n /J 



ä; = ä,_-^^. 2) 

* 2n 

E^olgt die Zahlung der Bente halbjährig im jedes- 
maligen Betrage ^, ist n = 2, mithin 

äI = Ä. — -^ = iü.— 0-25. 3) 

Bei vierteljährlicher Zahlnng im jedesmaligen Betrage 
von I ist n = 4, mithin 

äJ = ä. — |- = ä. — 0-375. 4) 

Wird die Bente monatlich im jedesmaligen Betrage von 
1^ gezahlt, ist n=12, mithin 

r\^ = R, — ^ = R, — 0-4583. 5) 

Denken wir ans den jährlich zur Zahlung gelangendea 
Betrag 1 in unendlich viele, in unendlich kleinen Zeit* 
Intervallen innerhalb eines Jahres zur Zahlung gelangende^ 
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tinendlich kleine Beträge geteilt, so erhalten wir die 

OD 

kontinuierliche Eente -ß*. 

Der Wert derselben ig^ = i?^— lim (^ 7" ^ ^ 



= Rx — lim l — ^ — / "^d ^^ 1™ ( — ) 



0, folgt 



1 



R^ =R^— — 6) 

als Wert der kontinuierlichen Beute. 

Ist die unterjährige Beute dekursiv, so erfolgt die 

Zahlung des 1. Betrages von — nicht sofort, sondern am 

n 

Ende des ersten — Jahres, während alle ttbrigen Zahlungen 

n 

dieselben bleiben, wie bei der vorschüssigen unterjährigen 

Beute. 

Der Wert der nachschüssigen unterjährigen Beute ist 

daher um — kleiner, als der der vorschtLssigen unter- 
n 

jährigen Beute. 
Es ist daher: 

«r»nl ^ n—\ 1 



oder 



I— j ^ ^ n 2n n 



(1)< = Ä. - ^^^^. 7) 

§ 21. Berechnung des Wertes der unterjährigen 

Rente unter der Annahme des gleichmäfsigen Ab- 

Sterbens innerhalb eines Jahres. 

Bezeichnen wir die Anzahl der Lebenden des Alters 
1 2 Ä: 12 

n n n n n 
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n 



^x+H--J ^aj + l + Aj 



• • 



so erhalten wir für den Wert der im jedesmaligen Betrage 
von — zahlbaren unterjährigen Bente: 

^ ^ rn ^ rn 

L . n— l ^ \ 

^■^ — :r~ 1 1 

■ lAx+ll I ^' + '+i 1 , ^» + ^ + 1 1 , 



r • n 



L ... n— 1 



+ r-^ ^rrTl + 



i 



X 






, JL_| g+2 J- I « -^ I <* -^ 



2 + £- ^x «2 + 



r n * r n 



^«+*+"-' 



+ f-^^ ^--tI + -- 






1) 

wo der 1. E^lammerausdmck den gegenwärtigen Wert sämt- 
licher Zahlungen des 1. Jahres, der 2. den gegenwärtigen 
Wert sämtlicher Zahlungen des 2« Jahres umfafst u. s. w. 

Wir können nun annehmen, dafs das Ableben innerhalb 
eines Jahres proportional der Zeit erfolgt; die Anzahl der Sterbe- 
fUlle vom Alter x bis zum Alter (ä + 1) beträgt (L^, — ix+i)> 

es entfallen daher unter dieser Annahme auf — Jahr 

n 
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n 
k h / 

und auf- Jahre -(L^ — Tu^,\ Sterbefälle. 

Es ist daher die Anzahl der Lebenden des Alters ( ^ + - ) : 

Lx^^ = L^ — -{Lx — Lx-^\) = Za._|. — Xx-}-! 2) 

ebenso ist: 



U. 8. W. 



Summieren wir in 1) die vertikalen Kolonnen, so er- 
halten wir: 




X • ■'^X 






1 1 i^''+'^ ^-+1 + ^1 ^«+«+|l 

+^-5^x1 — r-^+ r-^- + — r— ^4+-f*) 

T n 

oder 



x-^2-{'- 



*x 



"r«+**y 



+ ^i— =fi+--J 5) 



WO k der Beihe nach sämtliche Werte von 0, 1, 2 . . . bis 
(n — 1) annimmt. 
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Substituieren wir nun für 

n n n 

die aus 2) folgenden Werte, so erhalten wir aus 5) 
/_l*="^M r ^X.+^X.+^ ;i^*Z.^,+^X.+e l 



+ 



n x-\-2^ n x-\-Z 



,2 + '-- J 



oder 



fc=0 ,.ä 



^/ Xx+1 . Zx + 2 l 1 X» + 8 l ■ \\ g. 



*x -*-'x ^ •*-'x 



Da: p + ^:^^ + _i;^^£^+... = Ä, 

und hieraus: 

folgt aus 6) 



•^x + l t 7ya;-f-2 1^ I Lx -|- 3 1 



und weiters 

n 

Da r=^\-\-i, mithin: n — i -)- Ar = n -(- H 

und nach dem Binomialsatze : 






r» = (1 + i)» ^ 1 _}- VT A- + V" A-» + . . . 
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und bei Vernachlässigung der höheren Potenzen von i 

!L ii_^- n-\-ki 1 n 

^ ~* n n ^ L n-\-ki 



r~ 



folgt aus 7): 

* n k=o n-f-kt\ n nJ 

oder 

^ n Ä = \ ^ n-^k%7 

Da i?x innerhalb des Summenzeichens n-mal als Addend 
zu nehmen ist wegen der n verschiedenen Werte, die k an- 
nehmen kann, folgt weiters: 

R = R ^ — i — 7-. 8) 

Während die Formel von Van Geer: 

* zn 

vom Zinsfufse ganz unabhängig ist, hängt der in der Formel 8) 
geftmdene Wert der unterjährigen Rente auch vom Zinsfufse ab. 

Für einen Zinsfufs von Prozent, d. h. ftlr 2 = und 
r = 1 -f- z = 1 geht die Formel 8) in die Formel von Van 
Geer über, denn es ist alsdann: 

fc = n-l 7 1 k«n-l, y k«n-l 

^ ' ' r~T~' — .^L — ~9 .^L "* 

= -2(l + 2+...+n — 1) = -V^=-Ö — 

und 

IL 1 

zpn Z? ^ 

/C = Jtlrr. 



2n 



Bezeichnen wir kurz : 



?* n = W -|- Ä2 
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oder auch 

n— 1 



2n 
so erhalten wir ftir die nnterjährige Kente 



a 10) 



n 



X 

wo für of der Wert aus 9) oder 10) za setzen ist. 



§ 22. Aufgeschobene nnterjährige Renten* 

Da der Wert einer um a Jahre aufgeschobenen Kente 
für einen ^-jährigen gleich ist dem Werte eines in a Jahren 
falligen Elrlebens-Eapitals im Betrage des Wertes einer 
gleichen Eente für einen {x-\-ayj&hn^exi^ ist auch: 



n » 



+ a 



Rx = ExRx-\-a = — f=i (Äx-f-a Öf) 

oder 



n 
^x—^^Jix + a ^ 



'X 

und da 



-öx -öx I^x-\-a I^x 



folgt weiters 



n 



^R; = 'R^-^lipa. 1) 



Nun ist aber der Faktor von a, nämlich V^^j wie sich 



a 



leicht zeigen lässt, die Differenz zwischen der Beute Rx und 
einer ebensolchen, jedoch um ein Jahr aufgeschobenen Beute 

Bezeichnen wir diese Differenz mit ^Jx^ so erhalten wir: 
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Die Formel 1) kann daher auch gesehrieben werden: 



n 
■n 



-Ä, ^"Ä,-'*^,«. 2) 

Für die gewöhnliche Leibrente ist 

P i-jö ^^x — ^Dx-^i Dx - 

JXx JXx "r. ^ Y^ ■■•7 



n 



es läfst sich daher die Formel Ä^: = ä^b — «auch sehreiben: 



Rx == -Ra; — ^x ö- 3) 



§ 23. yerallgemeinernng des BegrifPes der Bente. 

Würden nicht alljährlich gleiche oder regelmäfsig stei- 
gende, sondern keinem Gesetze unterworfene, veränderliche 
Beträge, z. B. im 1. Jahre a^, im 2. Jahre a^, ... im Ä;-ten 
Jahre a^ . . . zur Auszahlung gelangen, und bezeichnen wir 

den Wert dieser Beate mit Rx^ so können wir uns diese Bente 
in die Summe mehrerer Beuten zerlegt denken, und zwar: 
einer sofort beginnenden Bente im jährlich gleichbleibenden 
Betrage a^, einer um 1 Jahr aufgeschobenen Bente im jähr- 
lichen Betrage (a^ — a^\ einer um 2 Jahre aufgeschobenen 
Bente im jährlichen Betrage («g — a^) u. s. w. 
Es ist mithin: 

R^ = a^ Äa; + («2 ^l) J^x + («8 «2) "'^a' + • ' * 1) 

die allgemeine Form einer in von Jahr zu Jahr sich ändernden 
Beträgen zahlbaren Bente. 

Diese Form umfafst zugleich alle bisher behandelten 
Bentenarten. 

Fttr ttj = Og = flg = . . . geht sie in die lebenslängliche 
Leibrente über: 

Rx = «1 Rx- 

Sind die Werte a^ = a, = ag = . . . = 0^ = und alle 
übrigen Werte a».^! = 064-2 = afc-[-3= . . • = a untereinander 
gleich, erhalten wir die aufgeschobene Bente: 

Rx = Ä Rx.» 
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Ebenso erhalten wir ans 1) die kürze Bente, wenn 
aj^=a^ = . , , aje und von a^+i angefangen alle Werte von 
a gleich sind. 

Es ist dann: 

_k_ 

Bilden die Werte 01,0^3,03... eine steigende arithmetische 
Progression, erhalten wir eine steigende Bente n. s. w. 
Setzen wir noch in 1) 

«1 = ^0» («a— «1 ) = Ay («3— S) = Aj 
allgemein (ak+i— ak) = ^k, 
so erhalten wir: 

als allgemeinste Form einer Bente. 

Ist die Bente eine unterjährige, ergiebt sich: 



n n n n 



Ä-c = AqMx -[- A^ Rx -f- A^ Rx -j- . . . 

+ ^,(*Ä.-^ «) + ... 
■=AqRx-\-A^ Rx-\-A^ Rx-\- . . . 

Bilden wir die Differenz zwischen der Bente Rx und 
der gleichen, jedoch um ein Jahr aufgeschobenen Bente, 
finden wir: 



A A 



— {A^'Rx + A^ 'R, _|_ ^/ii, _|_ . . .) 
i« = A^iR, — 'E,) + ^,(^Ä, — 'E,) + ^,(*Ä, _ »Ä,) + . . . 

i. = ^, + ^,%ti+.4.%:l+... 4) 
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mithin aus 3) 



n 
J5n 



Rx = Rx ^x Ö. 5) 

Um den gegenwärtigen Wert irgend einer unterjährigen 
Beute zu fiilden, bilde man die Differenz zwischen derselben, 
jedoch ganzjährig zahlbaren und der um ein Jahr auf- 
geschobenen gleichen Beute und subtrahiere das a-fache 
dieser Differenz von dem Werte der ganzjährigen Beute; 

unter a ist hiebei — ^r — oder auch — I — t—t-- zu ver- 

stehen. 



Zweites Kapitel. 

Einmal-Prämien der Ablebensversicherung. 

§ 24. Einfache Ablebensversicherung. 

Erlegt eine ^-jährige Person bei einer Versicherungs- 
anstalt den Betrag Rx, damit an ihre Hinterbliebenen am 
Ende des Jahres, in welchem sie stirbt, der Betrag 1 aus- 
bezahlt werde, so ist Rx der gegenwärtige Wert oder die 
Einmal-Prämie der einfachen Ablebensversicherung. 

Wtlrden sämtliche Lx Personen der Sterbetafel vom 
Alter X eine solche Versicherung eingehen, würde die Ein- 
nahme der Anstalt LxRx betragen; dagegen betragen die 
Ausgaben 

im 1. Jahre Tx = Lx — i^x-fi, 

„ 2. „ J^x-\-l=- Lx^i L/x-\-2, 

n 3. „ J^x-{-2 = -^«-1-2 -^x-j-S) 

der gegenwärtige Wert der Ausgaben 

des 1. Jahres beträgt: — = ^"~^"+^ 

r r 

o -^ag-f 1 Lx-^-j- — ^x-\-2 

q ^g-f 2 ■^x-{-2 -^a;+3 

Grofsmanii, Yersiolieraiigsmathematik. 4 
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und da der gegenwärtige Wert der Einnahmen der Anstalt 
gleich sein mufs dem gegenwärtigen Werte ihrer Ausgaben, 
folgt: 

T p J-x _i -i-x-\-\ I ■Lx-\'2 } 

ij^ir^ — — "T -^ i" -;:r" i" • • • 
und 

oder 

Zu den Formeln 1) oder 2) gelangen wir auch auf 
folgendem Wege mit Anwendung der Wahrscheinlichkeiten: 

Die Wahrscheinlichkeit eines ^-jährigen 
im 1. Jahre zu sterben, ist: -ß = -^ — ''"^^ 

n ^g+l -^x+l -^x+2 

>? ^' n r> n " T — 7" 

J^x J-^x 

q ^x-l-2 ^a;+2 -^ae+S 

u. s. w. 

Es ist daher der gegenwärtige Wert des für jeden 
Todesfall am Ende des Sterbejahres auszubezahlenden Be- 
trages 1, 

falls der Tod im 1. Jahre erfolgt : —- = ^~^^+^ • - 

^ Lx T Lx r 

TxJ^l 1 -Lix^i Tjx-\'2 1 



" " '^ " ^* " " Lx T^~ Tx ^ 

q Tx^2 1 •^g-f-2 Lx^% 1 

" " " " "^^ " " ~L^'r^— Lx V' 
u. s. w. 

Mithin wie vorhin: 

p Tx 1 , Tx^i 1 I TxJ^2 1 , . 
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oder auch: 

^"" x. r+ z: 7^+ — :^ — ^+- 2) 

Dividiren wir in 1) in jedem einzelnen Gliede Zähler 
und Nenner durch r^ und setzen -q^j = B T,, -^ = i> r^^.i, 

... allgemein ^^^:g^ = i? 2;+,, wo DT,, DT.^i, DT,^^.,. 

die diskontierten Zahlen der Toten genannt werden, 
so erhalten wir aus 1) 

oder, wenn wir die Bezeichnung einführen: 

bis snm Ende der Sterbetafel 

EDoi 
Diese Formel ist der Rentenformel : R, = -fr- ganz ana- 

log, nur ist im Zähler statt der Summe der diskontierten 
Zahlen der Lebenden die Summe der diskontierten Zahlen 
der Toten zu setzen. 

Auch ist zu beachten, dafs die diskontierten Zahlen der 
Lebenden folgendermafsen definiert wurdien: i?a.= — , dagegen 

T 
fttr die diskontierten Zahlen der Toten: DT,= "" 



7^4-1 



§ 25. Schema zur Berechnung der Einmal-Prämien 
für die einfache Ablebensversichemng. 

Die Werte von log D^j, (Kolonne 10) in dem auf 
Seite 52 und 53 folgenden Schema zur Berechnung der 
Einmal-Prämien für die einfache Ablebensversicherung 
wurden bereits auf Seite 14 und 15 berechnet und von 

dort entnommen. 

4* 
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54 II- Versicherung einfacher Leben. 

§ 26. Znsammenhang zwischen der Ablebens- und 

Rentenversichernng. 

Wir haben flir die einfache Ablebensversicherung aufser 
der Formel Px= j^ auch eine zweite Formel gefunden: 

p Lx -^g-fl I -^g-f-t ■^x-f2 I •^a;4-2 -^x+S i 

die sich auch folgendermafsen schreiben läfst: 

p _/^ 1 , ix+l J^ , ix+2j_ . \ 



( I^x+l 1 I J^x+2 1 I Lx+3 _l__i_ \ 



oder 



P — - 



r \ Lx r • Lx r- ^ / 

( •^x + l J. , •^x4-2 1 I -^xH-s _!_ I \ 

Nun ist aber laut § 7, Formel 1) 



1 I -tx+l 1 , -i'x4-2 1 I r> 



mithin 



/^aj+l 1 I ■Lx4-2 1 I -^x + 3 1 I D -1 

folglich 



oder 



Px = -Rx — {Rx—i) 

V 



Px= 1 Rx=^ -fix 1) 

r r 



Mit Hilfe der Formel 1) kann die Einmal-Prämie der 
Ablebensversicherung auch direkt aus den Rentenwerten 
berechnet werden. 



§ 26. Zusammenhang zwischen d. Ablebens- n. Rentenversicherang. 55 
Da, wie bei den Zeitrenten entwickelt wurde, die ewige 

T V 

vorschüssige Eente gleich ist oder — , ist der Faktor 

= — in der Formel 1) der reziproke Wert der vor- 



r r 

schttssigen ewigen Sente. 

Zur Formel 1) können wir auch durch folgende Ekwägung 
gelangen: 

Erlegt eine ^-jährige Person den Betrag 1, so kann sie, 
so lange sie lebt, die Zinsen dieses Betrages erhalten und 
am Ende des Jahres, in welchem sie stirbt, bleibt der 
Betrag 1, von dem blofs die Zinsen verwendet wurden, voll- 
ständig übrig und kann an die Hinterbliebenen ausbezahlt 
werden. 

Die Zinsen des Betrages 1 betragen jährlich t, zahlbar 
am Ende jedes Jahres; sollen sie am Anfange jedes Jahres 
bezahlt werden, so mufs i auf den Anfang des Jahres dis- 
kontiert werden, d. h. die am Anfange jedes Jahres fälligen 

i 
Zinsen betragen — . 

r 

Man kann also für den Betrag 1 eine lebenslängliche 

vorschüssige Eente im jährlichen Betrage — und eine Ab- 

r 

lebensversicherung auf den Betrag 1 erwerben. 
Es ist daher 

l=-R,-\-P, 2) 

r ' 

und hieraus, übereinstimmend mit Formel 1, 

r 

Wäre die Beute postnumerando zahlbar, würden die 
jährlichen Zinsen i betragen, und am Ende des Sterbe- 
jahres würde an die Hinterbliebenen der Betrag 1 nebst den 
noch nicht ausbezahlten Zinsen i des letzten Jahres aus- 
bezahlt werden, daher 

l = i(i)i2, + (l+i)P,oderl = (r-l)a)Ä« + rP, 3) 
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n. Versicherung einfacher Leben. 



1 r — 1 

r r ^ 



4) 



Zur Formel 4) gelangen wir auch ans 1), wenn daselbst 
Ex = {i)Rx -f- 1 gesetzt wird. 



§ 27. Schema zur Berechnung des Wertes der 
einfachen Ablebensyersichemng ans dem Werte 

der Yorschflssigen Rente. 

0-03 . 3 



log - = log 



103 



= log 



103 
= 0-464 284 — 2. 



0-477121 — 2012837 



X 


Bx 


log Bx 


10g(iÄr) = 

log jBx+ 0-464284-2 

• 


Mx 
r 


Px- 

1--Bx 
r 


1 


2 


8 


4 


6 


6 


89 
88 
87 
86 
85 
84 
83 
82 
81 
80 

• 


1 

1-7336 

2 2859 

2-7106 

3-0445 . 

3-3285 

8-5835 

3-8282 

4-0795 

4-3428 

• 


0-000 000 
0-238 946 
0-359 052 
0-433 059 
0-483 512 
0-522 251 
0-554 310 
0-582 998 
0-610 604 
0-637 770 

• 


0-464 284-2 
0-703 230-2 
0-823 336-2 
0-897 343-2 
0-947 796-2 
0-986 535-2 
0-018 594-1 
0-047 282-1 
0-074 888-1 
0-102 054-1 

• 


0-029 126 
0-050 493 
0-066 579 
0-078 948 
0-088 674 
0-096 947 
0-104 374 
0-111 502 
0-118 819 
0-126 489 

• 


0-970 874 
0-949 507 
0-933 421 
0-921 052 
0-911 326 
0-903 053 
0-895 626 
0-888 498 
0-881 181 
0-873 511 
* 



§ 28. AnfgeschobeBe Ablebensversicherung oder 
Ablebensversicherimg mit Karenz. 

Soll der Betrag 1 an die Hinterbliebenen des Versicherten 
nur in dem Falle zur Auszahlung gelangen, wenn der Ver- 
sicherte später stirbt, als innerhalb a Jab-en vom Abschlüsse 
der Versicherung gerechnet, so nennen wir dies eine um a 
Jahre aufgeschobene Ablebensversicherung oder 
eine Ablebensversicherung mit a-jähriger Karenz. 



§ 28. Aufgescbobene Ablebensvers. oder Ablebensvers. mit Eurenz. 57 

Wir erhalten den Wert ^Px dieser Versicherung, wenn 
wir in der Formel 



P.= 



X 



2?. 



für die einfache Ablebensversichemng die ersten a Glieder 
des Zählers weglassen, da in den ersten a Jahren eine 
Auszahlung nicht stattfindet. 

Es ist daher 
oder, analog mit der Formel für die anfgeschobene Renten 



^_SDT^ 



P.= 



X 



D 



2) 



X 



Wir gelangen zur Formel 1) auch, wenn wir uns vor- 
stellen, dafs die beim Abschlüsse der Versicherung x Jahre 
alte Person eine Erlebensversicherung auf ein nach a Jahren 
falliges Kapital eingeht, dessen Höhe gleich ist dem Werte 
der einfachen Ablebensversichemng ftlr eine (a? -f- «)-jährige 
Person. 

Es ist daher: 

Dx ' 

oder 



■^x — -^x ' -^x-^a — 



D 



x-^a 



P — 

J- fr. 



X 



D 



X 



Schema zur Berechnung der Ablebensversichemng 
mit Karenz nach der Formel: ^Px = — """^^ 



D 



X 



X 


log Dx 


log£DTx-\-i 


logi:DTx+2 


log £DTx+ 3 


log^DTx+i 
— log Dx 


1 


2 


3 


4 


6 


6 


45 
46 

47 
48 
49 
50 

• 


4-325 285 
305 998 
286 462 
266 633 
246 483 
225 930 
• 


4-047 836 
035 982 
023 826 
011 334 

3-998 383 
984 752 
• 


4035 982 
023 826 
011 334 

3-998 383 
984 752 
970 418 

• 


4-023 826 
011 334 

3-998 383 

984 752 

970 418 

955 319 

• 


0-722 551-1 
729 984 
737 364 
744 701 
751 900 
758 822 
• 
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n. Veracherungf einfacher Leben. 



log'Po:- 

log :s:i)Tx+2 

— log Dx 


log ^Fx = 

logXDTx+s 
— log Dx 


^p« 


2p 

Jrx 


»p« 


X 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


0-710 697-1 

717 828 
724 872 
731 750 
738 269 
744488 

• 


0-698 541-1 
705 336 
711 921 
718119 
723 935 
729 389 
• 


0-527 899 
537 012 
546 215 
555 521 
564 807 
573 881 

■ 


0-513 685 
522 189 
530 728 
539 200 
547 355 
555 249 
• 


0-499 507 
507 383 
515 135 
522 539 

529 584 
536 276 

• 


45 
46 
47 
48 
49 
50 

• 



Da auch wegen ra;+fc = -£'«+fc — i^+fc+i 



n 



a-Tf '^x-\-a -^aj+a+l 



L^.7^-^^ 



+ 



Lx-\.a + 2 



'x+a + S 



oder 



Xx . »-*+» 



Lx . r«+2 
+ ... 



und: 

^x-\-a 



~p 1 t -L'x-\-a I -^g+g+l I -^g-f-a + 2 i | 

( -^g-j-g-l-l I ■Lx-\-a-{-2 I •^x-\-a-{-Z i J 



1 , Ijx-{-a-\-l 



i. 


r^ 


mithin 




iaj+a+l 



+ 



7^4- 



1+ 



'a? + a+2 



'« 



r 



a+2 



+ ... 



'Ä 



x 



'a; 



1 . Xa,4.a4.2 1 I iflj+a+S 



+ 



7^ + 3 



+ ... 



aö •^aB + a 

I^x 

Ti ^x4-a 



= Rx 



D 



folgt: 



oder 



X 



'P,=I»ü;,-(»i2,-:^±^) 






-"R 



X 



3) 



§ 29. Kurze oder temporäre Todesfallversichemng. 59 

"welche Formel den Zusammenhang zwischen der aufge- 
schobenen Ablebensversicherung und der aufgeschobenen 
ßente zeigt. 

Nun ist aber _^±f gleich der Differenz ^J^ zwischen 

der um a und der um (a -f- 1) Jahre aufgeschobenen fiente^ 
•denn : 

a—f op (o+l)"p -^-Pg +o 2'i?a;_|_a-|_i 

■*^x -L^x 

^Dx+a ^-Z^jB+g + l DoiJ^a 



Dx Dx 

die Formel 3) läfst sich daher auch schreiben: 

_ _ 7. \ _ 

J^x=^ ^x Rx"' 4) 

Wie wir später zeigen werden, gilt diese Relation 
zwischen Ablebens- und Rentenversicherung allgemein flir 
jede Art der Ablebensversicherung. 

Für die einfache Ablebensversicherung ist J^ = R« 

1 — T 1 

— R^ = 1 wir können daher statt P«. = 1 Rx auch 

«abreiben: 

P^ = (R^ — 'R^) — '1Zz1e^ oder P^ = ^^ _ !^=ll i?^. 

7* r 



§ 29. Kurze oder temporäre Todesfallversichernng. 

Soll die Versicherungsanstalt den Betrag 1 am Ende 
des Sterbejahres des Versicherten an seine Hinterbliebenen 
nur in dem Falle ausbezahlen, wenn der Versicherte inner- 
halb a Jahren nach dem Abschlüsse der Versicherung stirbt, 
so heifst diese Versicherungsart eine temporäre oder 
kurze Todesfallversicherung. 

a 

Der Wert Fx derselben wird erhalten, wenn in dem 
Werte -^^^ + -^^,+1 + -0^x4-2 + .> ■ . ^^^ einfachen Ab- 



D 



x 



I 
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n. Versicherang einfacher Leben. 



lebensversichemng alle Glieder des Zählers nach dem a-ten 
weggelassen werden, es ist demnach 

oder 

4 _ (i>y,+i?y,+i+...+2?y,+a-i+i?7;+a 

^'- DZ 



D 



X 



mithin 






oder auch 



Da: Dx 



■*a: -^x -^x 



D^ 



1) 



2) 



Da die einfache Ablebensversicherung sich aus der 
kurzen und aufgeschobenen Ablebensversicherung zusammen- 
setzt, mufs 



•^x *^X ~| -^x 



mithin, wie Formel 2) 



P — P 

•*■ X ■*• X 



'P 



Schema zur Berechnung der kurzen Todesfall- 

a 

Versicherung nach der Formel: Px = Px — **Px 



X 


Fx 


'p. 


2p 

Jrx 


'Fx 


1 
Fx 


8 

Fx 


3 

Fx 


1 


2 


8 4 6 


6 


7 


8 


45 
46 

47 
48 
49 
50 

• 


0.542 211 
551 871 
561 720 
571 732 
581 904 
592 179 

• 


0-527 899 
537 012 
546 215 
555 521 
564 807 
573 881 


0-513 685 
522 189 
530 728 
539 200 
547 355 
555 249 


0-499 507 
507 383 
515 135 
522 539 
529 584 
536 276 


0014 312 

014 859 

015 505 

016 211 

017 097 

018 298 


0-028 526 

029 682 

030 992 
032 532 
034 549 
036 930 


0-042 704 
044488 
046 585 
049 193 
052 320 
055 903 



§ 30. Steigende Todesfallversichenmg. 



61 



Wären die Werte der aufgeschobenen Todesfallver- 
meherong nieht bekannt, so mttfste die kurze Todesfall- 
yersieh^rong nach der Formel berechnet werden: 



z. B. 






10 



SD T,, - ED T,, 



11467-10 — 8368-48 3098-62 



45 



D 



45 



21149 
log 3098-62 == 3-491 169 
log 21 149 =4-325290 

10 

logP« =0165879 — 1 
P^^ =0-146514 



21149 



§ 30. Steigende Todesfallyersichenmg. 

Wie bei der steigenden Rente, können wir auch bei 
der steigenden Todesfallversicherung 3 Fälle unterscheiden. 

1) Für jeden Todesfall des 1. Jahres ist der Betrag 1, 
für jeden Todesfall des 2. Jahres der Betrag 2, fttr jeden 
Todesfall des 3. Jahres der Betrag 3 u. s. w. am Ende des 
Sterbejahres auszubezahlen. 

Der Wert dieser unbegrenzt steigenden Todesfallver- 
z. 
Sicherung sei Pc- 

Dann ist: 

und da 

DTx^i-\- I>Tx-^^-\- DTxJ^^-- 

I>Tx+,— 



mithin: 



^ 
P. 



2DTx±SDT^+i - {-ZDTx+ 2-\-.. 



62 II- Versicherung einfacher Lehen. 

erhalten wir durch Einfilhnmg der Summe der Summen der 
diskontierten Zahlen der Toten: 

fllr die unbegrenzt steigende Todesfallversicherung analog- 
mit der unbegrenzt steigenden Rente 

2) Der für die Sterbefälle der aufeinander folgenden 
Jahre auszuzahlende Betrag steigt nur durch a Jahre und 
bleibt dann für alle später eintretenden Sterbefälle konstant; 
der Wert dieser durch a Jahre steigenden und dann konstant 

bleibenden Todesfallversicherung sei P^. 

"/r_ i>r.-f-2j>r,_|., + 3Jr.4,2 + -»- + ^-P^^+a-i 

Analog wie bei der entsprechenden steigenden Rente finden wir: 

% _ EEDT^—IS D T,j,a o^ 

^x — Jj ^) 

3) Der fllr die Sterbefälle auszuzahlende Betrag steigt 
durch a Jahre von 1 bis a, während fftr die nach Ablauf 
von a Jahren eintretenden Sterbefälle nichts bezahlt wird. 

2: 
Der Wert dieser Ablebensversichung werde mit Px be- 
zeichnet. 

Es ist alsdann: 

I _i>r .+2i?r,+,+3i?7;+2 + >- + ^^^^+a-i 



oder 



^ _ SED Tx — EllD Tx ^a — alD T^^^ 

P. - -jr ^) 



Auf diese 3 Formeln lassen sich alle steigenden Todes- 
fallversicherungen zurückführen. 

So ist P« eine mit dem Betrage a beginnende, durch 
a Jahre jährlich um d, also bis zum Höchstbetrage a -|- (a— 1) d 
steigende und dann konstant bleibende Todesfallversicherung. 



( 



§ 30. Steigende TodesfallTersichemng. 
Es ist daher: _ 

P, = (a — <J)P, + d P« 



6S 



X> 



X 






Px würde eine um a Jahre aufgeschobene, mit dem 
Betrage a beginnende, jährlich um 6 steigende und nach 
Erreichung des Höchstbetrages [a -f- (ä; — 1) S\ aufhörende 
Todesfallversicherung bezeichnen. 






Vi. 






+ 






i) 



o; 



D. 



+ a 



a4'' _ (« — «?) i^-P r.+a — (g + fe — 1 d) i:i?r.+a+> 



+ 






Schema znr Berechnung der unbegrenzt steigendem 

^ USD T, 
Todesfallversicherung nach der Formel: Px^^=- 



D 



X 



X 


SDTx 


SSDTx — 

SSDTx4,i 
+ SDTx 


log 
SEDTx 


log Dx 


Z. 

log Pa; = 
log^i^DTa: 

— log Bx 


Z. 
Fx 


1 


2 


3 


4 


6 


6 


7 


89 


96-6402 


96-6402 


1-985 158 


1-997 995 


0-987 163-1 


0-970 874 


88 


128-8357 


225-476 


2-353 100 


2-132 539 


0-220 561 


1-661 73 


87 


170-751 


396-227 


597 944 


262 286 


335 658 


2-166 00 


86 


225156 


621-383 


793 359 


388 200 


405 159 


2-541 91 


85 


295-360 


916-743 


962 247 


510 679 


451568 


2-828 57 


84 


382-668 


1299-41 


3113 746 


627 110 


486 636 


3-066 45 


83 


488-960 


1788-37 


252 457 


737 148 


515 309 


3-275 74 


82 


614-610 


2402-98 


380 750 


839 943 


540 807 


3-473 82 


81 


757-759 


3160-74 


499 789 


934 466 


565 323 


3-675 56 


80 


916-699 


4077-44 


610 387 


3020 959 


. 589 428 


3-885 3a 


• 


• 


• 


• 


* 


t 


• 



64 n. Venichemng einfacher Leben. 

Fttr 

*lp _ IlDTio — ZZBT^i _ 4077-44 — 621-38 _ 345606 
** ~ Ao ~ 1049-44 ~ 1049-44 

&iden wir: 

log 3456-06 = 8-538581 
log 1049-44 = log Ao = 3020 959 

6/" 

logP8o= 0-517622 

«L 

P»o= 3-29323. 
Ebenso finden wir fttr 



4077-44-621-383-6.225-156 4077-44-621-383- 1350-936 



1049-44 1049-44 



I _ 2105-12 

■*80 — 



1049-44 

log 210512 = 3-323277 
log 1049-44 = log Ae = 3020 959 



1: 



log Pm= 0-302318 

P80 = 2-00594. 



§ 31. Allgemeinste Form der Ablebensyersichening. 

Wird für jeden Sterbefall des 1. Jahres der Betrag a,, 
des 2. Jahres a, , . . . des Ä;-ten Jahres a,, ausbezahlt, so 
erhalten wir als allgemeinsten Fall der AblebensTersichemng 

welcher alle möglichen Arten der Ablebensversichernng 
nmfafst. 



§ 31. Allgemdiuite Fomi der AblebeBsyenichenmg. 65 

Für a^ = a, = ag = . . . erhalten wir die einfkche, 

füraj^ = a2 = ... = aj = imd 0*4-1 = «»-1-2 = ök-fs = ... = a 
die aufgeschobene, 

"fllr a^ =öj ==... = ak=anndafc4_i = ai-|-2 = ök+s = -«. = 
die kurze, 

für Cj — ^1 = ^8 — a^ = a^ — a^ ==... = d 

die unbegrenzt steigende Ablebensyersichenmg n. s. w. 

Setzen wir in 1): 
so erhalten wir: 

-f» = -^0 •^« "r "^1 -^a! "r "^9 -^a; "T" • • • -^k -^x "f" • • • «) 

Da nun: 

r — 1 

P« = 1 -Rjß 

r 

nnd 

*p -Pg + fc ^ — I fc-p 

folgt ans 2): 

Setzen wir Bx gleich der auf dieselbe Weise gebildeten 
Rente, wie die Ablebensversicherimg Pxj Also 

R^ = Aq Rg. -{- A^ Rx-{- A^ R^-}- . . .-\- Ajf Rx-}- • .* 3) 
so ist 

% = A^'Rx + A^'R,^ A.'Rx'h . . . + Au^-^'mx + . .. 
nnd, da 

^'~ '- ^ -^ 

^a; = Ä« Äa; = -4^ + ^^ —^ [- -4, — ^^^ [- . . . 

Orofimann, Yersiohenins^inAtheiiuitilc. 5 



66 n. Versichenmg einfacher Leben, 

folglieh 

r 

welche Formel den Zusammenhang zwischen einer beliebigen 
Form der Ablebensversichenmg und der nach demselben 
Gesetze gebildeten Beute zeigt. 



§ 32. Ablebensyersicherung mit sofortiger Ans- 
zahlung nach erfolgtem Ableben. 

Bisher wurde vorausgesetzt, dafs das versicherte 
Kapital 1 am Ende des Sterbejahres ausbezahlt wird. Soll 
die Auszahlung unmittelbar nach dem Ableben erfolgen, 

AB 

wollen wir vorerst den Wert P^ der Ablebensversicherung- 
unter der Annahme berechnen, dass am Schlüsse jedes n-tel 
Jahres die für die in diesem n-tel Jahre vorgekommenen 
Sterbefälle entfallenden Versicherungsbeträge ausbezahlt 
werden. 

Wird angenommen, dafs das Ableben innerhalb eines 
Jahres proportional der Zeit erfolgt, so entfallen auf ein 

jf Ji fr I 1 

w-tel Jahr im 1. Jahre — , im 2. Jahre — =^, im 3. Jahre 



n n 



^^ • . . Sterbefälle. 
n 

Werden die auszubezahlenden Beträge auf den Beginn 
der Versicherung diskontiert, erhalten wir 

j_ 

X »Ä «»11 yH^ 

+ 

WO die 1. Horizontalreihe die Auszahlungen des 1., die 2. 
die des 2. Jahres enthält u. s. w. 



§ 32. Ablebensvers. m. sofortiger Anszahlg. nach erfolgtem Ableben. 67 










\jLa- ' Lr, r ^ La, r^ ^ / 









r 






nnd da 






i 1 /t^ ! 
n 1 



n-2 

"+... + l|P, 1) 



Dar»=(l+z)-=l + (f)f+(f)i^+... 

nnd bei Vemachlässigung der höheren Potenzen von i 

^ k 

r» = 1 -1 — i 
' n 

erMten m.: P," =i[(l+!Lzii) + (i + ürli) + ... 

Zu einem genaueren Werte gelangen wir ans Formel 1) 
dnrch Summiemng der geometrischen Beihe: 



n~ 1 n~2 



5* 



68 n. Vendchenrng einfacher Leben. 

Es ist sodann: 

Px =— ^r — ^*- 3) 

r«— 1 

Da sich die Sterbefälle auf das ganze Jahr verteilen^ 
mufs das Jahr in unendlich viele Teile geteilt werden; fttr 
w = 00 ist 

n — 1 w 1 

2n ~ 2 ^T 
mithin ans 2): 



^:=(i+y)px. 4) 



Die Prämie Px der einfachen Ablebensversichernng mufs 
demnach bei sofortiger Auszahlung nach erfolgtem Ableben 

um -TT-P« erhöht werden. 
2 

Bei Anwendung der Formel 3) 

p:=(r-l)^!—P, 



erhalten wir, wenn wir setzen — = a 

n 

und da für n = oo, a gleich wird und 

\f — 1/ log nat r 



a = 



1^ 



^"~ log nat a + V ^" ^^ 

Fttr die praktische Bechnung ist Formel 4) hinreichend 
genau. 



§ 33. Gemischte Versichenmg. 69 

Zur Fonnel 4) können wir auch direkt gelangen. Da 
sich die Sterbefälle auf das ganze Jahr gleichmäfsig ver- 
teilen, können wir annehmen, dafs sämtliche T» Personen in 
der Mitte des 1. Jahres, sämtliche T^^i Personen in der 
Mitte des 2, Jahres sterben u. s. w. 

Auf den Beginn der Versicherung diskontiert, erhalten 
wir also 

p»" -'a? _1 I ^g-f 1 1 I Tx-\-2 1 I 

m2 m 2 M 2 

Da weiters 

r^=(l + zy = l + (|)t + (|)i^ + ... = l + -^ 

folgt, wenn wir die höheren Potenzen von i vernachlässigen, 
wie bereits gefunden: 






X 1 -^ ^^ r\ f •* «• 



0+4) 

Bei 3^/(^iger Verzinsung ist i = 003, mithin: 



pr=ioi5P.. 



Drittes Kapitel. 

Einmal-Prämien der gemischten Versicherung und 
der Versicherung ä terme fixe. 



§ 33. Gemischte Yersicherang. 

Versichert sich eine ar-jährige Person in der Weise, dafs 
ihr nach a Jahren, falls sie noch am Leben ist, der Betrag 1 
ausbezahlt werde, dagegen, falls sie früher sterben sollte, 
am Ende des Sterbejahres der Betrag 1 an ihre Hinter- 
bliebenen auszubezahlen ist, heifst dies eine gemischte 



70 n. Versichemng einfacher Leben. 

Versicherung oder eine Versicherung auf Er- und 
Ableben. 

Da es dasselbe ist, ob der Versicherte eine gemischte 
Versicherung oder zwei getrennte Versicherungen, eine E3r- 
lebensversicherung auf ein nach a Jahren fälliges Kapital 1 
und eine kurze Ablebensversicherung auf a Jahre, gleichfalls 
auf den Betrag 1, eingeht, mufs der Wert "^G^ der gemischten 
Versicherung gleich sein der Summe der Werte der EJrlebens- 
und der kurzen Ablebensversicherung. 

-G^^-E,j^T, 1) 

Da 

'*^. = :5^undÄ=l-%^-^^^£, 



X ■'^X 



ist 



«ö,= l_!:zJ:£ 2) 



Oder auch, wegen: 



E. = ^- und P. = ^^ + 



6r^ = ^ j^ =^ 3) 

So ist z. B. 



D,, + SDT,,-EDT, 



10/; -^-^eo ~r ■^■*^ ■'■50 •^■^■^60 

■^80 

-Deo = 9622-5 
SD r^o = 9962-84 
SDT^^ = 6676-10 



SDT^^ — SD r,o = 3286-74 
mithin 



10^ 9622-5 + 3286-7 _ 12909-2 

^60 ~ 16824 

log 12909-2 = 41 10 900 
log 16824 = log Z>5o = 4-225930 

log "(Jj^^ = 0.884970 — 1 
'Xo = 0-767308 



r 



% 34. Qemiachte Veraichemng mit ev. aweimal. KapitalwwwBahlgng. 71 

Nach Formel 2) vrürden wir finden, da 

-^ i?Z?,o — i?2>,o _ 235626 — 101 160 

134466 
16824 

'Vj, = 1 — tIö • 7-99248 = 1 — 0-232791 = 0-767209 

Die Abweichung der beiden Besultate folgt aus der 
XFngenauigkeit der logarithmisehen Berechnung. 



§ 34. Gemischte Yersichenmg mit eventneli 
zweimaliger Eapitalsanszalüniig. 

Die gemischte Versicherung mit eventuell zwei- 
maliger Eapitalsauszahlung ist diejenige Yersicherungs- 
art, bei welcher der Betrag 1 nach a Jahren an den Ver- 
sicherten, falls er noch am Leben ist, ausbezahlt und am 
Ende seines Sterbejahres an seine Hinterbliebenen gleich- 
falls der Betrag 1 ausbezahlt werden soll. 

Stirbt der Versicherte vor Ablauf von a Jahren, so 
wird der Betrag 1 nur einmal, am Ende seines Sterbejahres 
ausbezahlt; stirbt er in einem späteren Zeitpunkte, wird 
der Betrag 1 zweimal ausbezahlt, das erstemal an ihn selbst 
bei Erreichung des Alters {x -f- a), das zweitemal an seine 
Hinterbliebenen am E^de seines Sterbejahres. 

Es ist leicht einzusehen, dafs diese Versicherungsart 
aus zwei getrennten Versicherungen besteht, einer Erlebens- 
versicherung auf a Jahre und einer einfachen Ablebens- 
versicherung. Es ist daher der Wert* 6?/ dieser Versicherung: 

-ö,' = ^E, + P, 1) 

und da 



auch 



r 1 



Dx-\-a r—l 



Es ist femer wegen 



'<?,'= 1+^^-^ tR, 2) 






72 n. Vendchening einfacher Leben, 

auch : 



(x> , Jg-fo-j" -^-P^g 






So ist z. B. 



1« , JP,^ + Jgj? r^o ^ 9622-5 + 9962-84 _ 19585 a 
'* ~ i?6o ~ 16824 ~ 16824 

log 19585-3 = 4-291931 
log 16 824 = log -Pto = 4-225930 

10 



log <?so' = 0-066001 



10 



Ö»o' = 1-16413 



oder, da 



log Ao = 3-983289 
log -080 = 4-225930 



10 



log ^Xo = log -0,0 — log Ao = 0-757 359 — 1 

"i;„ = 0-571951 
P^„ = 0-592 179 



60 



10/-, , 10 



<?5o'=Xo+-P5o = 1-164130 



§ 35. Versicherung k terme fixe. 
(Eapitalsversicherimg mit bestimmter Yerfallzeit.> 

Versichert sich eine «-j ährige Person in der Weise^, 
dafs das versicherte Kapital 1 nach a Jahren entweder an 
sie selbst oder ihre Hinterbliebenen ausbezahlt werden soU, 
ohne Bücksieht darauf, ob der Versicherte nach a Jahren 
noch am Leben ist oder nicht, heifst diese Versichernngsart 
eine Versicherung ä terme fixe. Bezeichnen wir ihren 
Wert mit «^o;. 

Der Wert derselben ist von dem Leben oder Sterben 
des Versicherten vollständig unabhängig, es ist demnach,, 
streng genommen, keine eigentliche Lebensversicherung. 
Diskontieren wir den nach a Jahren zahlbaren Betrag 1 
auf die Zeit des Abschlusses der Versicherung, erhalten wir 

''»»=i 1) 



§ 36. Begriff und allgemeine Ableitimg der Jalires-Pr&miem 73 
So ist z. B. 



so I.AQIO 



103- 

log ^^^50 = 0-871628 — 1 
10^^^ = 0-744095 



Viertes Kapitel. 

Jahres-Prämien. 



§ 36. Begriff und allgemeine Ableitimg der 

Jahres-Prämien. 

Wir haben bisher den Wert der einzelnen Versicherongs- 
arten ermittelt, es mttfste demnach der Versicherte diesen 
Wert zur Zeit des Abschlusses der Versicherung auf einmal 
an die Versicherungsanstalt bezahlen , wir waren daher 
berechtigt, den Wert der einzelnen Versicherungsarten auch 
die Einmal-Prämie derselben zu nennen. 

In der Begel wird jedoch vereinbart, dafs der Versicherte 
statt der Einmal-Prämie an die Versicherungsanstalt jährlich, 
gewöhnlich im vorhinein zahlbar, in den meisten Fällen 
gleichbleibende Zahlungen zu leisten hat, die man Jahres- 
Prämien nennt. 

Die Zahlungen des Versicherten werden demnach eine 
entweder lebenslängliche oder kurze vorschüssige Beute 
bilden, deren Wert der Einmal-Prämie der betreffenden 
Versicherungsart gleich sein mufs. 

Wir werden die Jahres-Prämie gewöhnlich mit demselben, 
jedoch kleinen Buchstaben bezeichnen, wie die Einmal- 
Prämie. 

Ist die Einmal-Prämie irgend einer Versicherungsart Fg., 
die Jahres-Prämie v«, die Art der Zahlung der Jahres-Prämie 

irgend eine Bentenart i^x; muTs 

also 

1) 



r 

X 


-^x 


• Rx 


Vx 




A' 
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§ 37. Erlebensversicherang. 

Hier wird die Jahres-Prämie ^e^. in der Kegel bis zum 
Fälligwerden des versicherten Erlebens -Kapitals bezahlt 
werden nnd bildet daher eine kurze Rente. 



X 



nnd 






SoU die Jahres-Prämie in unterjährigen Terminen bezahlt 
werden, ist 



n -E. 



a 
a 



e. =-^ 2) 

a — 

JRx 



7 B ^E =— M 

■^60 

log«£^o'==log2>6e-logi^o'=^089746-4-225930-0-863816-l 

«i;^ = 0-730830 

e ^^^50^ ^^60 ^ 0-730830 _ 0-730830 
«50— ^ ~ n^_^R "14-0053— 8-6926 ~ 5-3127 

log %o = log «£,0 — log^5o = 0-863816-1 

— 0-725315 



log %o = 0-138501—1 
%^ = 0-137563 



§ 38. Aufgeschobene Rente. 

Hier wird die Jahres-Prämie Vj. in der Kegel gleichfalls 
bis zum Beginne des Bentenbezuges gezahlt werden. 

^" ~«~ SB SB . ^ 

xt* 
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und bei nnterjähriger Zahlung der versicherten Rente sowohl, 
als auch der Jahres-Prämien 

n 

n IT 

— öd'* 



r.=-t 2) 

a — 



§ 39. Altersrenten. 

Wird die Jahres-Prämie auch hier bis zu dem mit dem 
Alter a des Versicherten beginnenden ßentenbezuge gezahlt, 
so ist 

(a — ä)"» ^-^a 

die Einmal-Prämie, 









<^-"^ü;. 21)^ 



Mx 
die Jahres-Prämie. 

So ist die Jahres-Prämie für einen 50-jährigen, zahlbar 
bis zum erreichten 60. Lebensjahre, für eine vom 60. Lebens- 
jahre des Versicherten beginnende Altersrente nach Formel 1) 

<6o-6o)- ^ i: Ao ^ 101 1604 ^ 101 160-4 
'^^ iD^o — -^ Ao 235626 — 101160 134466 
log 101160-4 = log -TAo = 5005011 
log 134466= 5-128612 

l^g(6o-60)^^^ = 0-876399—1 

(60-60)^^^^ 0.7523 13 

Soll die Rente jährlich Mk. 1000. betragen, so ist 
hiefür vom 50. bis zum 60. Lebensjahre des Versicherten 
eine jährliche Prämie von Mk. 752.31 zu entrichten. 



§ 40. Einfache Ablebensversichernng. 

Hier sind 2 Fälle zu unterscheiden: 

1) Die Jahres-Prämie px wird lebenslänglich gezahlt bei 
der Ablebensversicherung mit lebenslänglicher 
Prämienzahlung: 
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und da 

r 1 

Px=\ Rx 

r 

r — 1 
1 Rx ^ 1 

auch: px = ü =ü 2) 

Formel 1) wird angewendet, wenn uns nur die Grund- 
tafeln der diskontierten Zahlen der Lebenden und Toten, 
Formel 2) dagegen, wenn uns die Rentenwerte zur Verfügung 
stehen. 

2) Die Jahres-Prämie Kfx^ wird blofs durch a Jahre 
gezahlt bei der Ablebensversicherung mit abgekürzter 
Prämienzahlung. 



VPx/ = -7- = 



j:DT 



r — 1 
-R 



X 



lix Jotx 



r—lR 



X 



Da 



folgt auch: 






\px' Rx ==PxRx = Pj 



3) 






Rx 



Rx 



4) 



Mit Hilfe der Formel 4) kann die Jahresprämie der 
Ablebensversicherung mit abgekürzter Prämienzahlung aus 
der Jahres-Prämie der Ablebensversicherung mit lebens- 
länglicher Prämienzahlung berechnet werden. 

Wir lassen nun ein Beispiel zur Berechnung der lebens- 
länglichen Jahres-Prämie für eine Ablebensversicherung 
folgen, falls der Versicherte beim Abschlüsse der Ver- 
sicherung 50 Jahre alt ist. 
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Nach Formel 1) ist 



P^i 



P50 0-592179 



Äjo 140053 
log Pßo = 0-772453—1 
logjg^^ = M46293 

logp5o = 0-626 160—2 
p^^ =0-042282 

Beträgt die Yersichernngssomme Mk. 1000, so wird 
die Jahres-Prämie Mk. 42*28 betragen. 

Sind blofs die diskontierten Zahlen der Lebenden nnd 
Toten bekannt, so ist aus 1) auch: 

logPfto = log IDT^^ — log ID^^ = 3-998383 — 5-372223 

= 0-626160 — 2 
wie vorhin. 

Nach Formel 2) ist 

1 0-03 



-"50 
logÄ5o = 1146293 



Ä50 1-03 



log (^) = — 1-146293 = 0-853707 — 2 



"50 

1 



^60 



= 0-0714015 



-S = 00291262 
1*03 

pg^ = 0-042 275"3 

welches Resultat von dem firüheren nur um 0000007 
abweicht. 

Soll die Jahres-Prämie nicht lebenslänglich, sondern 
nur durch 20 Jahre gezahlt werden, so ist nach Formel 4) 



(P50) = 



r60 20 20 

-^60 -^60 
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20 



Da E, 



_ SD^^ — 2D,o _ 235626 — 30693 _ 204933 

*•" 2)50 ~ 16824 ~" 16824 

log 204933 = 5-311612 
log 16824 = log i?,o = 4-225930 

20 

logÄ6o = 1*085682 

(so \ so 

Pio^ = log -P50 — log ^60 = 0-772453 — 1 — 1-085682 

= 0-686771 — 2 






p^^>f = 0-048615 

Während bei lebenslänglicher Pfämienzahlong die Jahres- 
Prämie für ein versichertes Kapital von Mk. 1000 fttr 
einen beim Abschlösse der Yersichernng 50-jährigen Mk. 42*28 
beträgt, mofs die Jahres-Prämie bei aiif 20 Jahre abgekflrzter 
Prämienzahlung Mk. 48*62 betragen. 



§ 41. Ablebensyersichenmg mit Karenz. 

Hier wird die Jahres-Prämie entweder 

1) blofs die Aufschnbszeit hindorch gezahlt. 



Px 






•p ap 

jRx + a — 



1) 



X 



a a 

a~~ -^^x 



Px=PxJta-l ^) 



Rx 

a -^x ^ ^ 



3) 
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Formel 2) zeigt, wie die jährliche Prämie des asjährigen 
bei der Ablebensyersieherang mit Karenz dnreh die jährliche 
Prämie der einfachen Ablebensversichernng bei lebensläng- 
licher Prämienzahlnng für den {a -\- a)-jährigen ausgedrückt 
werden kann. 

Hier, wie auch in allen andern Fällen werden wir von 
den verschiedenen, uns zur Verfügung stehenden Formeln 
für dieselbe Prämie diejenige anwenden, mittels welcher 
sich die Bechnung aus den uns zur Verfügung stehenden 
Tafeln am bequemsten gestaltet 

2) Die Jahres-Prämie wird lebenslänglich gezahlt 



*'"a; 



oder auch: 



a- Dx T r 



Rx -SDx^a — SDx^a-\-i 
j^x '*' ^ 



T 

5) 



Rx 



§ 42. Kurze TodesfaUversichermig. 

Hier wird die Jahres-Prämie längstens während der 
ganzen Dauer der Versicherung gezahlt. Stimmt die Dauer 
der Prämienzahlungen mit der Dauer der Versicherung 
überein, ergiebt sich: 



a __ 

a Px ^^ '^x ^^ ^»4-a ^x ■*» -*» 

n a Vj) vT) , a a 


a 


a a 

— (p«) % 


1) 
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oder anch: 



a 



Dx r JJx 


r 1 


a a 
Ras Hx 
Dx — Dx^a T—\ 


r 



§ 43. Gemischte Yersicheraiig. 

Hier wird die Jahres-Prämie in der Kegel bis zum 
Fälligwerden des Erlebenskapitals gezahlt werden. 

»,,=!^=iiiz:^=j— !!=! 1) 

^ iL JL r 

Mx Ab Rx 

oder auch: 

Rx Rx 

Formel 1) ist vollständig analog gebildet der lebens- 
länglichen Jahres-Prämie px ftlr die einfache Ablebens- 
versicherung, Formel 2) zeigt, um wie viel die Jahres-Prämie 
^gx für die gemischte Versicherung die Jahres-Prämie px für 
die einfache Ablebensversicherung übersteigt. 

Soll die Jahres-Prämie für eine gemischte Versicherung 
für einen beim Abschlüsse der Versicherung 50-jährigen 
Mann berechnet werden, falls das versicherte Kapital bei 
erreichtem 60. Lebensjahre des Versicherten, oder falls er 
früher stirbt, bei seinem Ableben ausbezahlt werden soll, 
so ist nach Formel 1): 

1 003 



10/7 = 



A? 1-03 • 

^60 
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In § 33 wurde gefonden: 

10 

i2^^ = 7-99248 

10 

logÄ5o = 0-902682 
log-^ = 0097318 — 1 

^ =0125117 



10 
^60 



^^ =0-029126 



1-03 



mithin 



10^^^ = 0-095991 



Zu demselben Werte kommen wir, wenn wir den in 



10 



10. 



§ 33 gefundenen Wert von G^^^ durch Ä^^ dividieren. 



§ 44. Gemischte Yersicherimg mit eventuell zwei- 
maliger KapitalsanszaUung. 

Die Jahres-Prämie kann bei dieser Versicherung 
1. bis zum Fälligwerden des Erlebenskapitals gezahlt werden^ 



ffx = 



±. fL ID. — ID, 



DxJIra I 1 ^ 1 



+ 1 R. 

- = »e« + lp.l 1) 



R 



X 



2. lebenslänglich 

l — ''-^^Rx-\- 



^— 1 71 . I>xJ^a 



Rx Vi?« r* / Rx 



'E, 



=p»+x- '^ 



Grofsmann, Versiolieniiigsmatlieraatik. 
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Formel 2) zeigt, um wie viel die Prämie '^g^ die lebens- 
längliche Jahres-Prämie pa; der einfachen Ablebensyersicherung 
übersteigt. 



§ 45. Yersichening k terme fixe. 
(Kapitalsyersichemiig mit bestimmter YerfalLszeit) 

Wird die Jahres-Prämie "^x bis zum Fälligwerden des 
versicherten Kapitals gezahlt, ist 



Cr-. = — = 



a a ' 

SO ist Z. B. 

10 a ^^50 

^50 "lö 

Im § 35 wurde gefunden: 
10^^^ = 0-744095, log ^«Ö^o = 0-871628 — 1. 
Im § 33 wurde gefänden: 

JLO 10 

R^^ = 7-992 48, log R^p =0-902682 

log '^1^50 = 0-968 946 — 2 
10^^^ = 0-093099. 
Beträgt das versicherte Kapital Mk. 1000. — , so sind 
als Jahres-Prämie 10 Jahre hindurch, vom 50. bis zum 
60. Lebensjahre des Versicherten, je Mk. 93.10 zu entrichten. 



Fünftes Kapitel. 

Netto- und Brutto-Prämien, 



§ 4& EiBmalige und jährliche Brutto-Prämien. 

Die Versicherungsanstalt mufs aufser dem Werte der 
Versicherung, d. h. aufser dem Werte der an die Versicherten 
auszuzahlenden Beträge auch andere Auslagen bestreiten, 
als Abschlufs-Provision, ärztliche Honorare, laufende Ver- 
waltungskosten, Inkasso-Provisionen, Verzinsung des Aktien- 
Kapitals bei Aktiengesellschaften u. s. w. Die Anstalt mufs 
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daher die bisher ermittelten Prämien, die man anch Netto- 
Prämien nennt, um einen gewissen Betrag, den Prämien- 
znsehlag, erhöhen, and hebt mithin von den Versicherten 
höhere als die Netto-Prämien, die sogenannten Brutto- 
Prämien ein. 

Sämtliche, der Anstalt erwachsenden Begie -Auslagen 
lassen sich in 2 Gruppen teilen, als 1. einmalige Aus- 
gaben, wie Abschlufs-Provision (Acquisitions-Prämie), ärzt- 
liches Honorar und 2. laufende Ausgaben, wie Ver- 
waltungskosten, Inkasso-Provisionen etc. 

Bezeichnet V^ die einmalige Netto-Prämie der betreffenden 
Versicherung, A^ die Summe der einmaligen Auslagen der 
Anstalt, Bse die Brutto-Prämie; nehmen wir ferner an, dafs 
die laufenden Ausgaben einen gewissen Prozentsatz der 
eingehobenen Brutto-Prämie, etwa mJ?«; betragen, wo rn<^l, 
so mufs die Brutto-Prämie dazu dienen, um sowohl die 
einmalige Netto-Prämie als auch die einmaligen und die 
laufenden Begie-Auslagen zu decken. 

Mithin 

5x=F, + ^, + m5, 
folglich 

±fx = —i = -^ h 1 • 

1 — m 1 — m ' 1 — m 

Setzen wir noch:; = a (wo alsdann a>l) und 

1 — m 

= ß^j so erhalten wir 



1 — m 

B^ = aVx + ß, 1) 

als einmalige Brutto-Prämie. 

Ist ferner v^^ die jährliche Netto-Prämie, bg. die jährliche 

Brutto-Prämie irgend einer Versicherung, Ex der Wert der- 
jenigen Rente im jährlichen Betrage 1, in welcher die 

Zahlung der Jahres-Prämie erfolgt, also Va;=-T^, bezeichnet 

li 

femer AJ die Summe der einmaligen, mbx die jährlichen 
laufenden Ausgaben, so mals 

bx^x = Vx^x + Ax' + ^h • E, 



6* 
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mithin 



VxRx-\-Ax' Vx . A 

Ox = ' TT- = 3 

{l—m)Rx 1 — ^ (1 — 



m)Rx 



1 A ' 

sein, und wenn wieder = a, femer — — = ßx 

1 — m (i—rn)Rx 

gesetzt wird, erhalten wir als jährliche Brutto-Prämie: 

bx = avx-i- ßx'. 2) 

Es wird sich also im allgemeinen sowohl die einmalige, 
als auch die jährliche Prämie in der Form a7tx-\-ßx dar- 
stellen lassen, wo tcx die einmalige oder jährliche Netto- 
Prämie bezeichnet und a ein konstanter Faktor (a >> 1) ist. 

Die einmaligen Begie-Auslagen werden im allgemeinen 
bei derselben Versicherungsart für Einmal- und Jahres- 
Prämien nicht gleich sein; die Acquisitions-Prämie selbst 
wird bei verschiedenen Anstalten auf verschiedener Basis 
bemessen, so entweder nach Prozenten des versicherten Be- 
trages, nach Prozenten der Einmal-Prämie u. s. w. Ax und 

A A ' 

Ax und ebenso ßx = zi — ^— und ßx = — — sind 

l — rn '^ {l — m)Ex 

auch vom Beitrittsalter a des Versicherten abhängig, weshalb 
hier auch der Index x beigesetzt wurde. 

Wenn wir davon absehen, daüs in der Abschlufs- 
Provision zumeist auch schon die Inkasso-Provision der 
Einmal-Prämie, beziehungsweise der ersten Jahres-Prämie 
bei jährlicher Prämienzahlung inbegriffen ist, und annehmen, 
dafs für dieselbe Versicherung die einmaligen Begie- 
Auslagen bei Einmal- und Jahres-Prämien gleich bleiben, 
also AJ = Ax^ so ist 

bxJix = Vx-\-'^x-\- mbxRx 

{\ — m)KRx = Vx-{- Ax = {X — m)B^ 
nnd 

hx=-^- 3) 

Rx 
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Es wird also unter obigen Voraussetzungen die jähr- 
liche Bmtto-Prämie aas der einmaligen ebenso abgeleitet^ 
wie die jährliehe Netto-Prämie aas der einmaligen. 

In der Praxis wird häafig ßx als vom Alter unabhängig 
angenommen, so dafs: Bx = aVx-^ ß und bx^ctv^-^-ß. 



Sechstes Kapitel. 

Gegenversicherung. 



§ 47. Begriff der Gegenversicherang. 

Bei der Erlebensversicherung, bei der Versicherung auf 
eine aufgeschobene Beute, bei der aufgeschobenen Todesfall- 
versicherung wird die Versicherungsanstalt, falls der Ver- 
sicherte vor dem Fälligwerden des versicherten Kapitals, 
beziehungsweise vor dem Ablaufe der Aufschubszeit, stirbt, 
an den Versicherten oder dessen Erben keinerlei Zahlung 
zu leisten haben. 

Will nun der Versicherte aufser der Prämie für die 
eigentliche oder Hauptversicherung eine besondere Prämie 
zahlen, damit seinen Erben die /Summe der für die Haupt- 
versicherung gezahlten Prämien rückerstattet werde, falls 
die Anstalt wegen des vorzeitigen Ablebens des Versicherten 
an denselben keinerlei Zahlung leistete, so sagen wir, der 
Versicherte geht eine Gegenversicherung ein und vrir 
wollen im folgenden die Prämie der Gegenversicherung be- 
stimmen. 



§ 48. Gegenversicherung bei Einmal-Prämieii. 

Ist Vx die einmalige Netto-Prämie der Hauptversicherung, 
a die Laufzeit der Erlebensversicherung, die Aufschubszeit 
der aufgeschobenen Rente oder der Todesfallversicherung 
mit Karenz, so hat die Anstalt gegen die Prämie r{V^ der 
Gegenversicherung den Betrag F^ auszubezahlen, falls der 
Versicherte vor Ablauf von a Jahren stirbt. — Nun ist aber 
eine solche Versicherung eine kurze Todesfallversicherung, 
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die Einmal-Prämie für eine kurze Todesfallversicherung auf 
a Jahre nnd den Betrag 1 gleich 

^. = 5 » 

folglich für den Betrag F^; gleich 

a 

V'P 

Es ist also 

r(F,)=F,Ä. 1) 

Die Gegenversicherungs-Prämie beträgt daher 
für die Erlebensversicherung: 



a « 



r{Ex) = ExPx] 2) 

für die aufgeschobene Bente: 



a_ a_ <* 



r{Rx) = RxPx] 3) 

für die Ablebensversichernng mit Karenz: 



a_ « 



r{Px) = PxP.. 4) 

Es kann auch eine Gegenversicherung eingegangen 
werden für den Fall, dafs die Versicherungsanstalt aus dem 
Grunde keine Zahlungen zu leisten hat, weil der Versicherte 
die Dauer der Versicherung überlebt. 

Beispielsweise bei der kurzen Todesfallversicherung auf 
a Jahre hat die Anstalt keinerlei Zahlung zu leisten, falls 
der Versicherte nach dem Abschlüsse der Versicherung 
länger lebt, als a Jahre. — Hier hat also die Anstalt die 

a 

Prämie P^ rückzuerstatten, falls der Versicherte nach a 
Jahren noch am Leben ist. Die Prämie der Gegen- 
versicherung beträgt daher bei der kurzen Todesfall- 
versicherung: 



a 



r{P,) = Px.''E,. 5) 

Es ist leicht, aus den Formeln 1) — 5) die Prämie der 
Gegenversicherung zu berechnen, falls die Prämie der Haupt- 
versicherung nicht ganz, sondern nur zum Teil rückerstattet 
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werden soll; sollen beispielsweise bei der aufgeschobenen 
Bente tc Prozent der Prämie rückerstattet werden, so ist 
die Prämie für die Gegenversicherung 



100 ^ "' 100 

Als Beispiel sei die einmalige Gegenversicherongs- 
Prämie für die nm 10 Jahre aafgeschobene Bente für einen 
50 jährigen zu berechnen. 

Nach Formel 3) ist: 

10_ 10_ H 

io_ yj) 

■^60 = ^7^=60129 (siehe § 14) 

10_ 

log -^60 = 0779 081 (siehe ebendaselbst). 

^ ^ ZDT^^ — SD r,a ^ 9962-84 — 667610 _ 3286-74 
*•" i>6o ~~ 16824 ~ 16824 

log 3286-74 == 3516 765 
log 16824 = log i>jo = 4-225 980 



10 






log ^50 


— 290 835 


-1 


10_ 






log -ß»o ■■ 


= 0-779 081 





10_ 

log r(Ä5j = 0069 916 

io_ 

. r(i?,o) = 1174 67. 

Soll die vom 60. Lebensjahre an zu beziehende Bente 
jährlich Mk. 100 betragen, so sind mithin als Einmal-Prämie 

für die Hanptversicherung Mk. 601-29 

und als Einmal-Prämie Air die Gegenyersicherung Mk. 117-47 

zusammen Mk. 718-76 

zu entrichten, wogegen die Anstalt, falls der Versicherte vor 
dem Beginne des Bentenbezuges stirbt, an die Hinterbliebenen 
die für die Hauptversicherung gezahlte Prämie von Mk. 601*29 
rttckzuvergüten hat. 
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§ 49. Gegenversicherang bei Jahres-Prämien. 

Ist Vx die jährliche Netto-Prämie der Hauptversichenmg 
und sind die Prämien rückzuerstatten, falls der Versicherte 
vor Ablauf von a Jahren stirbt, so beträgt der rttckzu- 
erstattende Betrag, falls der Versicherte im 1. Jahre stirbt, 
nachdem er eine Jahres-Prämie geleistet hat, v«; stirbt er 
im 2. Jahre, so hat der Versicherte bereits 2 Jahres-Prämien 
geleistet, es sind daher rückzuerstatten 2vx; stirbt der Ver- 
sicherte im 3. Jahre, so hat er bereits 3 Jahres-Prämien 
geleistet, es sind daher rückzuerstatten 3va;, n. s. w. — 
Stirbt der Versicherte im a-ten Jahre, nachdem er bereits 
a Jahres-Prämien geleistet hat, so ist der Betrag av^ rück- 
zuerstatten. 

Die Gegenversicherung bildet demnach eine steigende 
kurze Todesfallversicherung, indem die Beträge v^, 2vx, Sv^ . . . 
av^ rückzuerstatten sind, je nachdem der Versicherte im 1., 
2., 3., ... a-ten Jahre stirbt. 

Die Einmal-Prämie der durch a Jahre steigenden und 
dann aufhörenden Todesfallversicherung beträgt 



*^ SEDTx— SSDT^^a — aSDT^j^ 



P.= 



a 



X 



Dx 



> 



falls die Beträge 1, 2, 3 ... a zu zahlen sind, wenn der 
Versicherte im 1., 2., 3. . . . o-ten Jahre stirbt; sollen jedoch 
die Beträge v^, ^v^^ 3t?a; • • • ^^a; bezahlt werden, so ist die 
Einmal-Prämie hiefür: 

r(ü,) = t;,.P,. 1) 

Soll die Gegenversicherungs-Prämie nicht auf einmal 
gezahlt, sondern durch gleichbleibende, a Jahre hindurch 
zahlbare Jahres-Prämien im jährlichen Betrage y{y^ gedeckt 
werden, mufs 



folglich 



y {v^) R^ = r{vx) 

yN = -^ 2) 

Rx 
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und naeh Sübstitniening von 

erhalten wir: 



y(t?^)=ü^-^. 3) 



X 

a 

R 



X 



Wir erhalten daher als jährliche Gegenversicherungs-Prämie 
für die Erlebensversicherung: 



a P. 



X 






für die aufgeschobene Eente: 



a_ ^—P 

Xto 



"a; 



für die Ablebensversicherung mit Karenz, falls so- 
wohl die Prämie fftr die Haupt-, als auch für die Gegen- 
versicherung durch a Jahre gezahlt wird: 

ripx)=px-^' 6) 

^x 

Die Gegenversicherung flir die kurze Todesfallversicherung^ 
ist eine Erlebensversicherung, die Prämien der Haupt- 
versicherung sind rückzuerstatten, talls der Versicherte nach 
a Jahren noch am Leben ist. Die Jahres-Prämie der kurzen 

a 

Todesfallversicherung ist px] falls der Versicherte nach a 
Jahren noch lebt, hat er bereits a Prämien gezahlt, es ist 

a 

demnach der Betrag ap^ rückzuerstatten. 

Die einmalige Gegenversicherungs-Prämie ist daher: 

r{p^) = a.por.Ex, 
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Die jährliche Prämie dagegen, falls die Gegenversicherang 
ebenso wie die Hauptversicherung in a Jahres-Prämien ge- 
zahlt wird: 



7) 







ripx)— ; - 


■apx 


' a 






Rx 




R. 


oder auch, 


da 










a 

'• ex 


(Jahres-Prämie der E 


Irleb 


ensi 


Rx 




a a 


1 

Bx. 





8) 



Siebentes Kapitel. 

Prämien - Rückgewähr. 



§ 50. Begriff der Prämien-Rttckgewühr. 

Bei denjenigen Versicherungsarten , bei denen es vor- 
kommen kann, dafs die Anstalt an den Versicherten oder 
dessen Erben keinerlei Zahlungen leistet, weil, wie dies bei 
der Gegenversichemng gezeigt wurde, der Versicherte ent- 
weder vorzeitig stirbt oder die Dauer der Versicherung über- 
lebt, wird es der Versicherte zumeist vorziehen, statt eine 
<Tegen- Versicherungs-Prämie zu zahlen, damit ihm, beziehungs- 
weise seinen Erben, in einem solchen Falle die Prämien für 
die Hauptversicherung rückerstattet werden, lieber eine solche 
2usatz-Prämie zu zahlen, dafs ihm nicht nur die Prämien für 
die Hauptversicherung, sondern auch die Zusatz-Prämien 
rückerstattet werden. Wir nennen eine solche Versicherung 
«ine Versicherung mit Bückgewähr der Prämien und 
werden die Prämie hiefÜr, worunter wir die Summe der 
Haupt- und Zusatz-Prämie verstehen wollen, mit der Prämie 
der betreffenden Hauptversicherung und einem über dem 

Alters-Index angebrachten Index q bezeichnen. Ist ^Px die 
Einmal -Prämie der Todesfallversicherung mit Karenz, so 
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bezeichne "P^/x die Prämie derselben Versicherung einschliefs- 
lich der Zusatz-Prämie für die ßückgewähr. Wir wollen 
hier die zwei Fälle getrennt behandeln; 1) die Prämien 
sollen rückgezahlt werden, wenn der Versicherte innerhalb 
einer bestimmten Zeit stirbt, dann ist die Bückgewähr eine 
Todesfallversicherung ; 2) d^e Prämien sollen rückerstattet 
werden, wenn der Versicherte nach einer bestimmten Zeit 
noch am Leben ist, dann ist die Rückgewähr eine Erlebens- 
Tersicherung. 



§ 51. Rttckgewähr der Netto-Prämien. 

a) Einmal-Prämien. 

Ist Vg. die Einmal-Prämie irgend einer Versicherung, 
Vgix die Einmal-Prämie derselben Versicherung bei ßück- 
gewähr der Prämien, so mufs die Prämie Vgi^c dazu dienen, 
um sowohl die Haupt-Prämie, als auch die Bückgewähr der 
Prämie F^/a- zu decken. 

Ist die Rückgewähr eine Todesfallversicherung, mufs 



a 

X 



mithin 



l — Px 

Ist dagegen die Rückgewähr eine Erlebensversicherung, 
mufs 

Vqjx = Fa. -|- F^/a; • "JE^ 

imd 

F. 
F./, = " 2) 

Spezialfälle ad 1): 
Erlebensversicherung: 

aß 



l — P 



X 
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Aufgeschobene Bente: 

^91^ = ;ä7 */ 

l — P. 
Aufgeschobene Todesfallversicherung: 

«P,;.= — ^ 5) 

1 — P. 

Spezialfall ad 2): 
Kurze Todesfallversicherung: 

a 

b) Jahres-Prämien. 

Es sei Vx die durch a Jahre zahlbare Jahres-Prämie^ 
v^jx die gleichfalls durch a Jahre zahlbare Jahres-Prämie 
derselben Versicherung bei ßückgewähr der Prämien. 

Die Bückgewähr sei eine Todesfallversicherung, es ist 
daher der Betrag Vgi^^ 2t?^/a;, 3ü^/a:, . . . av^jx rückzuerstatten^ 
wenn der Versicherte im 1., 2., 3., ... a-ten Jahre stirbt^ 

die Einmal-Prämie hierfür ist: v^/xi'a:. 
Es ist daher 

a a_ a^ 

folglich 



X 



_ V^Rx _ Vx .. 

■^x •* aj 1 ■*« 



■'x 



a 

Ms 

Ist die Bückgewähr eine Erlebensversicherung, so ist 
dem Versicherten der Betrag avgix rückzuerstatten, falls er 
nach a Jahren noch am Leben ist; die Einmal-Prämie hie- 

fttr ist: avgixEx. 
Es ist daher 

a a 

'OqIxMx = Vxüx + (^'OqjxEx 
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und 

a 

v^ix = ^ = ir—=-- 5- 2) 



■'X 



a 

R', 



Spezialfälle ad 1): 
Erlebensversicherung: 



a 
a — a 



^?/« — "^^ TT — 73^* 3) 



X -■• ^x ^x 

TZ a^ 

■^x ■*« 1 •*a; 

a 



Rx 

Aufgeschobene Bente: 



«- -iL a_ 






a 



X 



Aufgeschobene Todesfallversicherung: 



a« 



a« • a^ 



— Vx-tix Px K\ 



-^X -^X 4 ■* X 



1 



Rx 
Spezialfall ad 2): 

Kurze Todesfallyersicherung: 



a a a 

>x 



- PxRx Px ßx 



Rx — a"E, 1— aß. 



Als Beispiel sei die Einmal-Prämie samt Rttckgewähr 
für eine um 10 Jahre aufgeschobene Rente für einen 
50jährigen Mann zu berechnen. 
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Nach Formel 4) [a) Einmal-Prämien] ist: 

20 

1— P50 

Im § 48 vmrde gefunden: 

10 



'%o= 6-0129, ^60 = 0195 36, 



daher 



10— _ 6-0129 
^e/50- 0.80464 

log 60129 = 0-779 081 
log 0-80464 = 0-905 602 — 1 

log'X/M = 0-873 479 
'\l,, = 7-472 72. 

Soll die vom 60. Lebensjahre an vom Versicherten zu 
beziehende Beute jährlich Mk. 100 betragen, so hat der 
Versicherte als Einmal-Prämie Mk. 747-27 zu entrichten, wo- 
gegen die Versicherungsanstalt die gezahlte Gesamt-Prämie 
von Mk. 747-27 rückzuvergüten hat, falls der Versicherte 
vor erreichtem 60. Lebensjahre stirbt. 

Bei dem im § 48 berechneten Beispiel beträgt die 
Gesamt-Prämie für dieselbe Rente blofs Mk. 718-76, die 
Anstalt hat jedoch, falls der Versicherte vor erreichtem 
60. Lebensjahre stirbt, blofs Mk. 601*29 rückzuvergüten. 



§ 52. RttckgewKhr der Brutto -Prämieii. 

Ist V^ja: die einmalige Netto-Prämie der Versicherung 
samt Rückgewähr der Brutto-Prämien, so wird die Anstalt 
von dem Versicherten die Brutto-Prämie -B^/a. = a FJ/«. -f- /J«. 
einheben und im FaUe der Rückerstattung der Prämien 
auch die Brutto-Prämie rückerstatten müssen. Da jedoch 
nur die Netto-Prämie F^'/^. zur Deckung der Kosten der 
Versicherung und der Prämienrückgewähr, der Rest dagegen 
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ZOT Deckung der Begie-Anslagen dient, mufs, falls die Rück- 
gewähr eine Todesfallversicherung ist: 

und hieraus: 



a 

X 



rr t ^ X ~\ Px -^x 1 \ 



\—aP 



X 



woraus sich für die Brutto-Prämie B^i^ = « F^/,; -\- ß. 
der Wert ergiebt: 



I. aVx-^ßx _ Bx ox 

^Qi^ = T- — ~' ^y 



a 

1 — aP. 1— aP. 



Ist die Bückgewähr eine Erlebensyersicherung, mufs 

FJ^,= F,+ (aF;y, + /9,)'*J5, 



ygix = yx-t ^^ ^Qlx -t- Px) * 

mithin 

TTr ^x ~r rx J^x Q\ 

und 

Bei Jahres-Prämien haben wir, wenn die Bückgewähr 
eine Todesfallyersicherung ist: 

a a a^ 

ü'^/x R^ = Va; J?x + (a v'^/a, -f- ß^ P, 

also 

a a^ 

und 

P P 



a— — 1 — a 



Rx R 



a 

X 
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Ist die Sttckgewähr eine Erlebensversicherang, mufs 

a a 

v\ixlix = t?x J?x + a(av'^/a. + ßx) ""Ex 

a 
^9l^ = —a = -. IT- ^) 

jRcc — aa £jx 



nnd 



OqIx = CCV ^ix + ßx— — = ^— ö) 

1 — a ' a ßx 1 — a ' a ex 



Achtes Kapitel. 

Piümien - Reserve. 



§ 53. Retrospektive und prospektive 
Prämien-Reserve. 

Unter der Prämien-Reserve einer Versicherung verstehen 
wir den Wert der von dem Versicherten bis znm Zeitpunkte 
der Bestimmung der Prämien -Reserve bereits gezahlten 
Netto-Prämien vermindert um den Wert der von der Ver- 
sicherungsanstalt bis zu diesem Zeitpunkte bereits geleisteten 
Zahlungen. 

Die auf diese Weise definierte Prämien-Reserve nennt 
man auch retrospektive Prämien-Reserve. 

Die Prämien-Reserve einer Versicherung läfst sich jedoch 
auch als Wert der von der Versicherungsanstalt vom Zeit- 
punkte der Bestimmung der Prämien -Reserve angefangen 
noch zu leistenden Zahlungen, vermindert um den Wert 
der von dem Versicherten von da ab noch zu zahlenden 
Netto-Prämien definieren, wir nennen sie dann prospektive 
Prämien-Reserve. 

Es soll nun gezeigt werden, dafs die retrospektive und 
die prospektive Prämien-Reserve dieselben Werte ergeben. 

Nehmen wir an, sämtliche L^ Lebenden des Alters a 
der Sterblichkeitstafel gehen eine Versicherung ein, jeder 
Versicherte habe als Prämie sofort den Betrag p^, zu Beginn 
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•des 2. Jahres die Prämie p^, za Beginn des 3. Jahres die 
Prämie Pa, . . . zu Beginn des (Jk + l)-teß Jahres die Prämie 
pic zu zahlen, vrogegen die Anstalt an jeden noch lebenden 
Versicherten zu Beginn des 1., 2., 3., . . . (A -f- l)-ten Jahres 
den Betrag m^, m^, m^ . . . mic und am Ende des 1., 2., 3. . . . 
{k -f- l)-ten Jahres für jeden im Laufe des Jahres ein- 
getretenen Todesfall den Betrag c^, c^, Cg, . . . cu zu 
zahlen hat. 

Es ist leicht einzusehen, dafs die derart definierte Ver- 
sicherung alle möglichen Versicherungsarten auf ein Leben, 
und. zwar sowohl gegen einmalige, (wenn p=p^=p^ = ... 
= p„ = 0) als auch gegen jährliche gleichbleibende Prämien- 
zahlung, (wenn pQ=pj =p^ = , . . =Poi) oder auch gegen 
steigende oder fallende Jahres-Prämien (wenn p^, Pi, p^j-.* pt» 
eine steigende oder fallende arithmetische Progression bilden) 
in sich schliefst. 

Wir wollen nun sowohl die retrospektive, als auch 
die prospektive Prämien-Reserve dieser Versicherung nach 
n-jährigem Bestände derselben , d. h. für das Alter {x -[- n) 
des Versicherten bestimmen. 

Der auf das Alter {x -|- n) des Versicherten aufgezinste 
Wert der bisherigen Einzahlungen sämtlicher Versicherten 
beträgt : 

und da von den ursprünglichen L^ Versicherten nur noch 

ia.+n am Leben sind, ist der Wert Px der bereits, d. i. 
vom Alter x bis zum Alter {x -|- n) gezahlten Netto-Prämien 
für jeden einzelnen Versicherten: 

+ p„_-lia;4-n-l^) 

oder 

+ Pn-l^a:-l-n-.l). Ij 

Orofsmanii, Versiclierangsinatheinatik. 7 
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Ebenso finden wir als Wert der künftig, d. i. vom Alter 
{x-^-n) bis znm höchsten Alter w zu zahlenden Prämien: 






oder 



-Pr+it = 7) (Pn^oj + n + l^n + l^x + n + l 

-^^aj-f-n 

Als den anf jeden einzelnen Versicherten entfallenden 

Wert Mx der bisherigen nnd i/x+n der künftigen Zah- 
lungen der Anstalt an jeden Lebenden erhalten wir: 

+ m^ ia;+2 ^""^ + . . . + mn-i Z^j + n-l »•) 

oder 

+ W»»-1-Da.^„_l) 3) 

und 



J/ 



2 ö 



j+ii=-r l»'»n^«+n + »»,1+1 — r *'*»+ 

+ ... + mcu.x^^_^^ 
oder 

cu 1 

J/x+n = J=i (»^ -öx+n + »W»+l -Da;+n+l + *'*ti+2 -D« +n + 2 

Endlich finden wir Cx"^** und C+n »Is Wert der bis- 
herigen und der zukünftigen Zahlungen der Anstalt für die 
eintretenden Sterbefälle: 

-^aj-f-n 

+ • • • + ön-i Tx-f-n-l) 
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oder 

und 

^»+« - r,+„ V'- "T- + '^+^ —7^ + "•+* —75— 

oder 
« 1 

+ ... + Ccu-.i?Tcu). 6) 

Als retrospektive Prämien-Keserve erhalten wir: 

Ketrosp. w(n) = P^^" — (j/^^'' + Cl^'') 7) 
und als prospektive Prämien-Reserve: 

Prosp. re8{n) — (i/r+n + C'^+n) — ^r+n- 8) 

Da beim Abschlnsse der Versicherung der Wert der 
Prämienzahlungen der Versicherten gleich sein mnfs dem 
Werte der Leistungen der Versicherungsanstalt, mnfs: 

ZI Lx^i , -^«-1-2 I I Xx-l-n — l 

.« »+i>i— f-+y«-7r-+---+y«-i /-r 

(r I -^x+l I -^aj+2 I I -^as+n— 1 

+ "^-^ + • • • + "»•'- «;^) + 

+ ^~ y.n+r + • • • + ^^-x ^_Z^^J 9) 






7* 
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und nach Division der Gleichung 9) durch r^: 

'JrPn^x-\-n + • • • -j-poi-xJ^ü) = 
+ Wfi -Da;4.n + • • • + ^cü-a; -^tu) + 
4- C„ i) T, 4. „ + . . . + C,„ _ , i> Tc«) . 10) 

Bei Berücksichtigung der Gleichungen 1) — 6) geht die 
Gleichung 10) Über in: 



oder: 



-j- Ca; -DjB^-n -f" ^x-\-n-^x-{-n 



.-^x4-n , _€o -■--«+•» , ■.^*^ , x^^+w 1 y-»*" - - . 

P. + P«+n = it^x + ilf.+» + C,^ + C,+» 11) 

mithin aneh 

P,^ — (il/^^ +C,^ ) = (il/.+n+C,4.n) — Px+». 12) 

folglich nach Berücksichtigung der Gleichungen 7) und 8): 

ßetrosp. re% {ri) = Prosp. re» (w). 



§ 54. Prämien-Reserve für Versicherungen mit 
einmaliger Prämienzahlung. 

Es sei Fa; die beim Versicherungsabschlusse, d. i. im 

Alter X des Versicherten zu zahlende Einmal-Prämie, F^j 
der Wert der Leistungen der Anstalt vom Alter x bis zum 
Alter (x-\-ri) des Versicherten, bezogen auf den Zeitpunkt 

des Versicherungsabschlusses, F^^^^der Wert der Leistungen 
der Anstalt vom Alter (^ + w) des Versicherten angefangen 
für die ganze weitere Dauer der Versicherung, bezogen auf 
den Zeitpunkt von n Jahren nach dem Abschlüsse der Ver- 
sicherung; es soll die retrospektive und die prospektive 
Prämien-Reserve dieser Versicherung nach n-jährigem Be- 
stände derselben bestimmt werden. 
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Nach der retrospektiven Methode mufs vorerst der Wert 
bestimmt werden, den die vom Versicherten gezahlte Einmai- 
Prämie Fa;, sowie der Wert der von der Anstalt bereits 
geleisteten Zahlungen zur Zeit der Bestimmung der Prämien- 
Reserve, d. i. nach n-jährigem Versichemngsbestande haben. 

Versichert sich jemand im Alter x aof ein nach n 
Jahren zahlbares Erlebens-Eapital 1, so mufs er als Einmal- 

n D 

Prämie £«. = — ^y^ zahlen; um sich auf den Betrag ^ zu 

versichern, mufs er als Einmal-Prämie ^ Ea.=^ fi IT^ ** 

» \ D 

zahlen. Setzen wir fi Ex=lj folglich ii=^- — = y^ "^ ? 

E^ ^-+» 

so heifst dies: für eine Einmal-Prämie im Betrage 1 erhält 

der Versicherte nach n Jahren, falls er noch am Leben ist, 

Dx 
den Betrag y: 7 oder: der Betrag 1 wächst nach n Jahren 

bei Berücksichtigung der Verzinsung und der Erlebens- 
wahrscheinlichkeit auf -^ "" ? der Wert F. daher auf 



-*-^x -\- n -^x -\- n 

und der Wert F«"^" auf vl^*.^ an. 

■L'x + n 

Es ist mithin die Prämien-Reserve nach der retro- 
spektiven Methode: 



-Dx 



+ » E. 



X 



Nach der prospektiven Methode finden wir, da der 
Versicherte keine Zahlungen mehr zu leisten hat, 

^^«»(F^)=fC+n. 2) 

Dafs die gefundenen Werte 1) und 2) einander gleich 
sein müssen, ist auch hier leicht einzusehen. 

Der auf die Zeit des Versicherungsabschlnsses bezogene 
Wert der Prämienzahlungen des Versicherten mufs dem auf 
denselben Zeitpunkt bezogenen Werte der Leistungen der 
Anstalt gleich sein. 
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Vg. und Fx sind auf den Zeitpunkt des Versicherungs- 

abschlusses, F^ + n dagegen auf einen n Jahre späteren 
Zeitpunkt bezogen; ein nach n Jahren zahlbarer Betrag 1 
ist unter Berücksichtigung der Verzinsung und der Eklebens- 

Wahrscheinlichkeit gegenwärtig —j^ wert, der Wert von 
Vx-{-n beträgt daher zur Zeit des Versicherungsabschlusses 

Da beim Abschlüsse der Versicherung der Wert der 
Prämienzahlungen der Versicherungen gleich sein mufs dem 
Werte der von der Anstalt zu leistenden Zahlungen, ergiebt 
sich: 



'X — 'X ~Y~'x-\-n T) 



folglich : 



Dx ( 

^x-\-n 



V V 



:+•) 



V, 



(0 



x-\-n' 



3) 



Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve der einzelnen Versiehemngrsarten. 

Erlebensversicherang. 



D 



^x — -^x — Yj ' * — ' ^ x-\-n — '-'x-\-n 



DxJra ^ 



z»« . 



B.. 



^^x-Vn •*^x4-n 



resi Ex): 



{a-n) 



Lebenslängliche Leibrente. 

-\-n — cü 



■wp J^x-\-a 



'oj+n — 2> 



x+* 



x-\-n 



reeJR,) = ^^^{R, — R,) 



■^X »*"d TD 

= -^ -«x = -^x+» 



n 



x-j-n 



r«« (iZa;) = i2a;-f n 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 

Anfgeschobene Leibrente. 
1) n<[a 






(o — «)— 



-\-n- 



R 



X'\-n 



resi R^) 



D^ a^ 






Rx 



»+n 



re8(Rx)= Rx-^n 



2) w>a 

K 35 = XV/J5 5 ''^x = -*^a; 5 ''^ as + n ^^^^ -^as + n 



71 n — a 






Ä 



D 



x+n 






oj-j-n 



re«^ V -R») = Rx -I- 



Temporäre Leibrente. 

TT jp . TT*"!"" p . TT*". I? , 



I^x-\-n 
Ti <* — » a — n 



i) 



« + « 



XVjg Xt<j;-|_« 



a — n 



r«« (JKa.)= J?a;H- 



Einfache Ablebensversichernng. 



Ä 






Z>, «-= 



-D« 



^ " p p 

•* OS — ■* oj + n» 

4-n 



»'Ö«n(^x) = -Px+n- 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 

Todesfallyersicherang mit Karenz. 

1) n<[a 



D 



Dx -p 



SDTx^a («-»)-p 



i>. 



+ » 



' rc-j-»» 






2) w>a 



^ X — -^ 05 ) »^ « — •* X ) '^ o; -f- n — -*^a; -|- » 



i?, .»-^ 



n^a 






Dx-\-n 



-tflß — -/a; -|- n* 



re«»( Pa.) = Pa._|. 



Kurze Todesfallversicherung. 

a , n a— n 

— X-^H — CO — 

m« Ä) = ^^ ( A - K) 

-^x-\-n 

-^^ " p p 



i>x 



+» 



a a — n 



re*n(i\:) = Pa; + n. 



F.= (?.= 



Gemischte Versicherung. 

X J-^'xy '^ X — ■*^x — ■>•- 



2?» 



Ä«; 



a — n 



« (a-n) r-1 ^ 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 






x-\-n 
a 



X 

n 



~^~7~(^*~^vJ 



a — n 



= 1 



— It. 



= 1 



r 
r 



' D 



x-^n 



a — n 



1 ~ 
— Rx-\-n' 



^««n( G^)=l 



a — n 



- R 



jB-j-n« 



Ans den bisher behandelten Yersichenmgsarten ist er- 
sichtlich; dafs sieh die Anwendung der retrospektiven Methode 
zur Bestimmung der Prämien-Reserve nur dann empfiehlt, 

wenn V2 = 0, d. h. wenn der Wert der Leistungen der 
Versicherungsanstalt bis zum Zeitpunkte der Bestimmung 
der Prämien-Reserve = ist. 



§ 55. Prämien-Reserve für Versicherungen mit 
jährlicher Prämienzahlung. 

Ist Fa, die Einmal-Prämie, v^ die Jahres-Prämie der 

betreffenden Versicherung, P,^ der Wert der Rente, in 
welcher die Jahres-Prämie gezahlt wird (lebenslängliche, 

temporäre, steigende, fallende Rente), ita. der Wert der- 
selben, sich jedoch nur vom Alter x bis zum Alter (je -f- n) 

des Versicherten erstreckenden Rente, Rx^n der Wert der- 
selben, jedoch erst vom Alter (a?-f-n) des Versicherten 

beginnenden Rente, V^^ der Wert der von der Ver- 
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sichemngsanstalt vom Alter x bis zum Alter (^-|~~^) ^^^ 

CO 

Versicherten, Fa._j.n der Wert der von der Anstalt vom 
Alter {x-\-n) des Versicherten an zu leistenden Zahlungen, 
so ist der Wert der Zahlungen des Versicherten bis zum 
Zeitpunkte der Bestimmung der Prämien-Reserve, d. i. bis 

zum Alter {x -|- n) des Versicherten, v^ Rx , der Wert der 

Leistangen der Anstalt bis zu diesem Zeitpunkte V^'; 
diese beiden Werte beziehen sich jedoch auf den Zeitpunkt 
des Versicherungsabschlusses; nach n Jahren, zur Zeit der 
Bestimmung der Prämien -Reserve, betragen dieselben 

VxR'x • 7^ , beziehungsweise V^ • -=r . 

Da die retrospektive Prämien-Reserve gleich ist dem 
Werte der bisherigen Prämienzahlungen des Versicherten, 
vermindert um den Wert der bisherigen Leistungen der 
Anstalt, erhalten wir als retrospektive Prämien -Reserve 
nach n Jahren: 

re»rn) = (v.iS:+"-F;r+-)^ 1) 

und aus dem Werte der künftigen Leistungen der Anstalt, 
vermindert um den Wert der künftigen Prämienzahlungen 
des Versicherten als prospektive Prämien -Reserve nach 
n Jahren: 

res fn) = F,+n — t?» Ä^-^n. 2) 

Dafs die retrospektive und prospektive Prämien-Reserve 
denselben Wert haben, ist auch hier leicht einzusehen. 

Der Gesamtwert Vx der Leistungen der Anstalt besteht 
aus dem Werte der bisherigen und dem auf den Zeit- 
punkt des Versicherungsabschlusses diskontierten Werte der 
künftigen Zahlungen. 

'X — '^ X n" '^ x-^-n j-\ • 

Ebenso ist 

Vx-ttx = Vx£Cso -f-VxIlx^n—j^ • 
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Da der Gesamtwert der Leistimgen der Anstalt gleich 
ist dem Gesamtwerte der Prämienzahlungen des Versicherten 

folgt weiters 

Vas-^o: n^ ^x ^^x-\-n r^ ^ x H^ ' ae-j-n j=: 

und hieraus 



G«4 



x-\-n 



+n\ n 



« /7^ = Vx-\-n ^xRx-\-n' 3) 



'x-\-n 



Retrospektive Prospektive 

Prämien - Reserve der einzelnen Versieherangsarten. 

Erlebensversicherung. ' 



V 



-Pg+g 



a—n 



X 



a *a;-4-ii — aco — x-4-fi 

— e ' R — R'Ri — Ri 'V — 0- 



D^R^ 






a ^ D. 



re8(n)= e^^Ra^^i = 



e 



x 



D 



jc+n 



Dx-\-n 
n 



^x 



D 



a — n 



re«(n) = :^- e^R 



D 



x-\-n * 



«-j-n 



Aufgeschobene Leibrente. 
1) n<a 



xt« A- j^x-^n -=r 



■Ra; 



a — n 



Jta; + n= -Rx + n; F» =0; ^3.4.^= Äaj-|- 



re«(n) = *ra. iJa? 



a_ T> -'^x 'x 

x + n /, 

' Ca; 



z». 



w 
o— n 



re«(w)= ^a-H-n— - ^x -«x-l-n. 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 

2) n>a 



« — a 



AX-^H ACU .^-^W Ok CO 






re8{n) = {ra:Iix— ^x)^ 



«-f-n 



n^a 



= ( -ß« -Ra;) 



^^ i). 



dB 



-öx 



^'^R 



Ä 



+n 






m (n) = Rx^, 



Altersrenten. 



/ \ a— X 
f a — x) — A 

Fa.= Äa-; Äa.= Ex ; V^ 



(a-x)-= 

(a — x)~ -^x 

Vx= 



1) (^ + ^X^> /i<;(a — .a?) 



a — X 



X 



X + » — A CO 



a — X — n 



-Rx =^x; ^a;_|_„== JKa;4-n; ^ =0; 



CO _(a-x-n)- 
»^ x+n — ■"'x+n 



(a-x)- ^ 2?^ 



X •*-*'X 



D 



(o — x)— 



x-j-n 



>x 



(a— X — n)— 



(a — x)— 



a — X — n 



^x Rx 



2) (a? + w)>«; wXa — x) 
^x = -«'xj ^x+» = 0; Ka; = ica; ; 

CO 

^x+n = Rx-\-n 



({a — xy 



a — X 



m(n) = i^^' "V^ JK^ 



(o — x) 



x-|-n — a 



C""'^»-' 



Dx+n 



Rx 

ia-z}^ (a-xf+lZJi\ Bx 



2?. 



= E^-^ = Ry, 



+ « 



""B 



x-j-n 



+ n 



re8(n) = JK^_|., 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 

Aafgeschobene temporäre Rente. 



V X -^aj ^ -^a; -^a; j '^x ** 



a- jR. 



R. 



a—n 



1) n<^a 









a — 






x+n ßx 

2) a<n<(a-f d) 



a;-|-» 
, d da^n 



n — a 



a-\-d — n 



j\x -'^xj ■^«'aj+ti v, ra; -^a; j ^ x-\-n ^■*'x 



+• 






a; 



aj-f-» 



j d n~-a 1 

= \Rx — ^^)^ 



^a-\-d-n 



D 



X 






2>. 



= R 



+n 



'a;-|-n 



a-f-d — n 



r«5 (w) = JBa,4.n 



Einfache Ablebensversieherung mit lebens- 
länglicher Prämienzahlung. 
r — 1 _ 1 r — 1 

Rx 



V X — -^x — 1 ^x 5 ^a; Px "d .. 5 ^^ 



»j 



n 



n 






, -t/g+n 



D, 



D 



T 1 — tu T 1 — , 

Rx\ ^ x-\-n = •t^x-\-n = 1 -*^a;-|-n 



X 



res 









X 



+n "^ l'aj -^^a; -|- n 



(»)=(i-!^Ä.+.) 

re« (w) = 1 ^^— . 



R 



x 



110 



n. Versichening eiii&oher Leben. 



Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 

Einfache AblebensTersichernng mit abgekürzter 

Prämienzahlang. 



F, = P,= 1 



1 p (-) P' 



R 



1 T-\R,.. I 



X 



a 

R 



X 



Igt a 

1) n <[ a. 



n a— n i» 



Ä 



r— 1^ 



r— 1 






m(«) = [G.)i2.-Pj -^ ^„ („) _ p^^^ _ Q"i 



a X a — fi 



2) n > a. 



iCaj = 









r— 1 



4-1 



jR 



a-|-n 



res 



W=((p.)i-fi.)^ 

=(p._A).^r" 



»p Dx 

^x-^n 



= P, 



x-^-n 



re8{n) = Px^n- 



AblebeDSversicherung mit Karenz und kurzer 

Prämienzahlung. 






r — 1 0=r 






•Ä«; -ß»= -R«; »«=*/>,= 



A 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 






a — n 



1) n < a. 

,a;-j-** 



(a — « 



re8{n) = 



a n 



^ B 



u — — J 



o; 



a 



as+Ä 



««. 



(a — n) 



a a — n 



-*a;+n * ai -^as 



+» 



R 



X'\'n 



2) w ;> a. 

3! + »» 



n— a 



X 



— R'kx — 0* F — ^ -F . — P 



a;+« 



r^( 



n) = (V, 



a a' 



Xto 



a; ■*-*'x 



y')-^ 

^ ^D 



X 

aj-f-« 



•*^a;-j-t» 



J> 



«-{-•* 



r««(n) = Paj+ 



n« 



Ablebensversicherung mit Karenz und lebensläng- 
licher Prämienzahlung. 



F — P ^ R — R ' V — % — 

1) n<la. 



R 



X 



n 



x-\-n 



(«-«H:r 



X 



j.\xy •*-*'X'\-n — ■^*'aj-|-nj 'x — vj »'as+n — "* a; + n 



- — D 



Px 



re8{n)= PxRxfi =« ' 



re«(n) = -r^: + n— l>a!^«+ n« 



a; -j-H o/p 

2) n'^a. 

Xla; — -^«j •*»'a;-4-» — -^aj-f-*»» '^a' ■*•« ) ^ x-{-n — -'»4-» 



.Q> 



resin) = (>« Ä, — *p1)^^' 

-^x4-n 



res{n) = P^-fn — ^Px Rx-^-n- 



Kurze Todesfallversicherung. 

a 
o ~p a _a_ 

F — P • tj — -—^ — ö • 7? — iü 

'x -'a;» »'aj ^ JPxj •**'« •**'as« 



U2 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 



a — n 



n 



a — n 






a n 



res(n) = {p,E, — k)j^' 

■^x-\-n 



a — n 



a a — n 



re8{n)= P^^^n — Px Rx-^n- 



V — G 



Gemischte Versicherung. 



D 



Rx'i Rx = Rx'j ^x = V« 



X 



1 r—1 

r 



a «. > ^ 



a — n 



— ^cu — 

= ^x] -^x 4- w ^^^^ -^x 4- n 



ü;. 



F*"""" — ^ — l_:^+?_!:izli . Fl — ^"~"^e ^ 

'X -^x J- 7=^ ■^»'«j '^«4-»» — ^a;-4-n 

■^x ^ 

= 1 üx-^n 

r ^ 

res (w) = 

^ a — n a — n 

1 -ßflj+n gxRx-^-n 



res 



■^aj + n 



a — n 



= l — E 



aj+w 



(^H-V) 



1 — 



a—n 

Rx 



+ n 



a 



X 



Gemischte Versichernng mit eventnell zweimaliger 
Kapitals- und kurzer Prämienzahlung. 

GJ 



^ X — ^x — Y) r ■^« 5 -^x — -^x] ^x — ^ 



■^x 4- ö I "*« 



a 

X 



E 



X 



____ ■■-'» ■^ o I •* X a 

a l~ a *^ 

Da Rx Rx 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 



1) w <; a. 



Ä 



aj-f-« 



a^-n 



X 






"T~ * a;4-*» 



(a — n) ^, X/g + g 



(0 _(«-»») ^, _ 
" x-\-n ^^ x-\'n 



res 



■L^x-\-n 






a a — n 
ffx ^x-\~n 



2) n'^ a. 



JtO) 



i?:+"=Ä; ä;+„ = 0;F, 



"a; 



g^ + n .0,+ -^ .. 



x-\-a 



(a a 

-p I Dx (Dx + o 



+ -P.- 



-Pg + o 

n 



D 



X 



— \Px Px) J. 



^>' Dx + n 



= P 



»^ Dx 

DxJf-n 



X 



Dx-\-n 

p 

— •'^x-\-n 



m(n) = P,4.n. 



Gemischte Versicherung mit eventuell zweimaliger 
Kapitals- und lebenslänglicher Prämienzahlung. 

K 35 = {jTx = y\ I "^ «5 -^a; ^^= -^a; j '^x ^=^ ^„ = 



a; 



-^x 4- a 1^ -^x -^x 4- a ■■■ 

1) %<;a. 

n 

'a5 + « 



Ä 



X 



1 r— 1 



n 



n -= 



-ttj5 -ttasj j-i^x-A^n ■^*'x-\-n^ 'x -* a; j 



'^x-\-n — ^aj-f-« 

Grofsmann, YeridoheTangBiiiathematik. 



^a; + a 
Dx-\.n 



+ -Paj + n 



8 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 



res 



-t-'x-f-»» 



•L^x-\- a 






2) n^a. 



+ n Dx^a 






(U 

Fl P ^ 



+' 



m(n) = (vi-%^ 



4\ D 



— P.) 



X 



-^x-^-n 



re8{n) = P^+n — ""gx Rx^ 



Aufgeschobene steigende Bente. 

Eine jj-jährige Person versichert sich gegen gleich- 
bleibende, k Jahre hindurch zu Beginn eines jeden Jahres 
im Betrage Qx zahlbare Prämien auf eine um k Jahre auf- 
geschobene, mit dem Betrage a beginnende, jährlich um d 
steigende Beute; es wird die Prämien-Beserve dieser Ver- 
sicherung nach n-jähriger Versicherungsdauer gesucht. 

iE 






R 



X 



R 



1) n<A. 



Qc-ny^c 



X ^^^^^5 ''^x-^n =^ -^x-^nj -^x = -^a; j Jl'x-^n^^ -^x-^-n* 



4 B 



res{n) = Q^E^^ 



X 



x-^n 



res (n) = 

Äx + n Qg,, Jfta;-|_n. 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 



pOj-j-n 



(»-*)4 



Ti^^a 



2) n>Ä. 



x-\-n -=r 



X 



■^a; 5 ' x-\-n — J^x 4- n 5 J^x J^x 5 



A(U 



-Ra;4-n = 0. 



( 



res (n) = 



''fl?4-» 



) 



D 



x-^-n 



Qx Rx — Rx 



-'^aj + n 
«^[a + (n-Ä)(J] Da 



■^a; 



"a; 



B 






a;-|-n 



[a-h(n-fc) 
x-\-n 






Ablebensversicherung gegen fallende Prämien. 

Die Prämie des 1. Jahres sei n^^ dieselbe vermindere 
sich jährlich um d; es betragen daher die Prämien zu 
Beginn des 1., 2., 3., 4., . . . A-ten . . . Jahres: 

^«j (^a; S)^ {^x 2d), {tVx 3<J), . . . [Tt^c (k 1) ^] . . . 

Die Prämie bildet daher eine konstante Leibrente im 
jährlichen Betrage {7ta;-{-d), vermindert um die steigende 

z. 
Kente bRx\ wir erhalten die Prämie 7t o^ aus der Gleichung: 



z. 



{^x + (5) -Ra; dRx = P. 



X-i 



woraus: 



lt. 



Px-\- ^ Rx — ^ Rx -F» -f- ^ Rx 



X 



R 



X 



R 



X 



Wir können jedoch diese Versicherung auch als eine 
gegen eine konstante jährliche Prämie Tt^i abgeschlossene 
Ablebensversicherung Px und eine Versicherung auf eine 
um ein Jahr aufgeschobene, mit dem Betrage ö beginnende, 
jährlich um d steigende Rente auffassen, indem der Ver- 
sicherte wohl jährlich dieselbe Prämie 7tx entrichtet, jedoch 

8* 
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Retrospektive Prospektive 

Prämien-Reserve. 

zu Beginn des 2., 3., 4., ... k-ten . . . Jahres die 
Beträge d, 26, So,. . .{k—l)ö , . , zurückerhält. 

Um die Prämien-Reserve dieser Versicherung zu finden, 
haben wir: 



,^ ,^+. - <"-i^ 



^, 



n i^ 

j.Lx — •'•'ajj ■^*'X *«'xj -*-*'x-f-n •'•'x+nj *^a; '«'ic 



Ä 



n 



{tTx R 



res (n) = 
-F, — dEx) 



X 



D 



X 



D 



x-\-n 



res (n) = 



Die folgende Tabelle zeigt die Berechnung der Prämien-Reserve der 

Zahlung nach delr Formel: 









log 




log 




log 


X 


log JBa; 


log 

Äc+lO 


J2x+io 
Mx 


log 

Äc-l-20 


BaJ-l-20 

Bx 


log 

jBx+so 


Äb-I-30 

Bx 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


45 


M96455 


1-086072 


0-889617-1 


0-945783 


0-749328-1 


0-757818 


0-561 363-1 


46 


187198 


075332 


888134 


929060 


741 862 


735972 


548774 


47 


177553 


062435 


884882 


911896 


734343 


713273 


535720 


48 


167524 


049203 


881679 


894394 


726870 


689391 


521 867 


49 


157093 


035656 


878563 


876474 


719381 


664315 


507222 


50 


146293 


021 722 


875429 


858079 


711786 


637770 


491477 


51 


135220 


007470 


872250 


839215 


703995 


610604 


475384 


52 


123863 


0-992803 


868940 


819819 


695956 


582998 


459135 


53 


112222 


977658 


865436 


799 742 


687520 


554310 


442088 


54 


100293 


961 985 


861692 


779091 


678798 


522251 


421 958 


55 


086072 


945783 


859711 


757818 


671 746 


483512 


397440 


56 


075332 


929060 


853728 


735972 


660640 


433059 


357 727 


57 


062435 


911896 


849461 


713273 


650838 


359052 


296617 


58 


049203 


894394 


845191 


689 391 


640188 . 


238946 


189743 


59 


035656 


876474 


840818 


664315 


628659 


000000 


964344-2 


60 


021 722 


858079 


836357 


637 770 


616048 


• 


• 


61 


007470 


839215 


831 745 


610604 


603 134 










62 


0-992803 


819819 


827016 


582998 


590195 










63 


977658 


799 742 


822084 


554310 


576652 


, 








64 


961 985 


779091 


817106 


522251 


560266 


" 
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• 


945783 

• 


757818 

• 


812035 

• 


483512 

• 


537729 

• 
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§ 56. Prämien-Reserve für Versicherungen mit 
Rückgewälir der Prämien. 

Bei Versicherungen mit Kückgewähr der Prämien ist 
zu beachten, dafs zur Bestimmung der Werte der bisherigen 

^ ^. X und Fa. _j_n der Anstalt 

auch die der Anstalt durch die ßückgewähr der Prämien 
erwachsenden Auslagen berücksichtigt werden müssen. 

Wählen wir als Beispiel die aufgeschobene Rente. 

Erfolgt die Versicherung gegen die einmalige Prämie R^ix, 
welche sich aus der Glefchung: ^ 



als 



•^QJX 



R 



X 



a 



X 



einfachen Ahlebensversicherung mit lebenslänglicher jährlicher Prämien- 

, V JBx-i-n 

res (n) = 1 — ^ 



Rx 



Bx-\-io 
Bx 


Äb + 20 

Bx 


Äb-|-30 

Bx 


res (10) = 


res (20) — 

^ Ba;+20 

Bx 


res (30) = 

JBx+so 


X 


^ Bx 


Bx 




9 


10 


11 


12 


13 


14 


16 


0-775 563 


0-561 471 


364 219 


0-224 437 


0-438 529 


0-635 781 


45 


772 918 


551 902 


353 813 


227 082 


448 098 


646 187 


46 


767 153 


542 429 


343 337 


232 847 


457 571 


656 663 


47 


761 516 


533 175 


332 558 


238 484 


466 825 


667 442 


48 


756 072 


524 060 


321 530 


243 928 


475 940 


678 470 


49 


750 635 


514 975 


310 082 


249 365 


485 025 


689 918 


50 


745 160 


505 819 


298 802 


254 840 


494 181 


701 198 


51 


739 503 


496 542 


287 830 


260 497 


503 458 


712 170 


52 


733 560 


486 990 


276 750 


266 440 


513 010 


723 250 


53 


727 263 


477 307 


264 215 


272 737 


522 693 


735 785 


54 


723 953 


469 619 


249 712 


276 047 


530 381 


750 288 


55 


714 048 


457 762 


227 891 


285 952 


542 238 


772 109 


56 


707 068 


447 546 


197 978 


292 932 


552 454 


802 022 


57 


700 150 


436 705 


154 790 


299 850 


563 295 


845 210 


58 


693 135 


425 264 


092 118 


306 865 


574 736 


907 882 


59 


686 052 


413 093 




313 948 


586 907 




60 


678 355 


400 990 




321 645 


599 010 




61 


671453 


389 220 




328 547 


610 780 




62 


663 871 


377 270 




336 129 


622 730 




63 


656 306 


363 301 




343 694 


636 699 




64 


648 687 

• 


344928 

« 




351 313 

• 


655 072 

• 
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ergiebt, so besteht f ür n < a der Wert der von der Anstalt 
innerhalb n Jahren gelebteten Zahlungen blofs in der Bück- 
erstattung der Prämien für die innerhalb n Jahren Ge- 

storbenen nnd beträgt daher Rgfx Px s^uf den Zeitpunkt des 
Versicherongsabschlosses diskontiert, auf den n Jahre späteren 
Zeitpunkt der Bestimmung der Prämien-Beserve aufgezinst, 

daher Rgix Px Tr^~? d®^ Wert der künftigen Zahlungen 
der Anstalt dagegen besteht aus dem kfLnftigen Werte der 

Zahlungen für die Hauptversicherung Rx-\-n nnd dem 
künftigen Werte der Bückerstattung der Prämien für die 
vom Alter {x -\- n) bis zum Alter {x -\- a) Gestorbenen, d. i. 



a 



Rqjx Px->rn> Es ist daher 
die retrospektive Prämien-Beserve : 

•m-. I J^X 



rest 



V -^qIx/ = \ P'Qlx — Rqix Px) -f{ 



und die prospektive Prämien-Beserve: 

res^ \ Rq\x) = Rx-\-n-\- RqIx • Px + n- 2) 

Soll die Brutto-Prämie {oE^ix + ßx) für alle vor Er- 
reichung des Alters {x -f- a) Verstorbenen rückerstattet werden, 
so ist der Wert der bisherigen Zahlungen des Versicherten 

nur die Netto-Prämie'^Ä^/a,, da der Betrag, um welchen die 

Brutto-Prämie (oE^ix + ßx) die Netto-Prämie "^Ä^/^ über- 
steigt, blofs zur Deckung der Begie-Auslagen verwendet 
wird; dagegen gehen die Leistungen der Anstalt für die 
Bückerstattung der Prämien vom Alter x bis zum Alter 



(x-}-n) in: (aügix -\- ßx) Px, nnd vom Alter (a? + n) an- 



a — n 



gefangen in: {aRgix-\-ßx) Px-{.n über. — Wir erhalten 
daher als retrospektive Prämien-Beserve: 
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-^1 D. 



res (n) = ["ß^/, — {aR'^i^ + ß^) pj 



-Z?x + n 



= ( Rqix "qlx -*a;) -yj 3) 

•4/ "T" W 



und als prospektive Prämien-Reserve: 



{a-n) 



a — n 



res {n)= Äa: + » + i<^^Qlx + /?») J^oj+n 
. __ ,> g— n 

Bei Jahres-Netto-Prämien für die aufgeschobene Bente 
und Bttckgewähr der Netto-Prämien erhalten wir ans der 
Gleichung : 

a ay 

a— — ü — o— ^— 

^qIx ^x ^^^^ -^x "T" ^?/« "^a? 

die Netto-Prämie: 

Rx 



a- 

Ix 



a ay 

a^x ^x 
als Wert der bisherigen Zahlungen des Versicherten: 



als Wert der bisherigen Zahlungen der Anstalt für die 
Hauptversicherung: 0, 

als Wert der bisherigen Zahlungen der Anstalt fttr die 
Bückgewähr der Prämien: 

■*^x-{-n 

mithin als retrospektive Prämien-Beserve: 



(n) = V ^Qlx I^x '''qlx PxJ -ff- 



. . ., _ X 

res 



"#^(l -#) = >(!-#) 5) 
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als Wert der künftigen Zahlungen der Anstalt 
für die Hauptversicherong: üx-^n 

für die Rückgewähr der Prämien, da die (n-j-l)-^ 
(n -|- 2)-, (n -|- 3)-, . . . a-fache Jahres-Prämie rüekerstattet 
werden mufs, wenn der Versicherte innerhalb eines Jahres 

nach Erreichung des Alters (a -f- w), (a? -[- n -f- 1), (a?-f- »i + 2) 

...(a?-|-a — 1) stirbt: r^jx Px-\-n , und als Wert der 
künftigen Zahlungen des Versicherten: 



a — n 



^QJX *^X + » > 

daher als prospektive Prämien-Beserve : 



a — n 



Te8[n)= K'x-^n-J- ^Qjx ^x + n »*^/x ■^x-\-n 



= ^ Ä 



a;-}-n 



+ r^lx\ Px-^n — -ßx + n/. 6) 



Sollen die Brutto- Jahres-Prämien b^ix= ccrojx -|- ßx rück- 
erstattet werden, so gehen die Formeln 5) und 6) über: 
ftlr die retrospektive Prämien-Reserve: 



res (n) = Ir^jx Rx — («r^/x + ßx) Px\ j^ 



Jw 

/ — ^^ \ 71 

= \ ^QJX Rx h^lx Px) T^ 7) 

und für die prospektive Prämien-Reserve: 

(, _ . _ (<» — ••) z^, I ,v g— n -V 

"i^4.n+(«^?/«+i^«) P^\n —^r^\x Rx^n) 

_(a-n>^ , , p(« + l) V -p ox 

Auf ähnliche Weise läfst sich die Prämien-Reserve für 
alle anderen Versicherungen mit Rückgewähr der Prämien 
bestimmen. 
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§ 57. Berechnimg der Prämien-Reserve aus der 
Differenz der Jahres-Netto-Prämien. 

Ist bei der einfachen Ablebensversicherung mit lebens- 
länglicher jährlicher Prämienzahlung die Jahres-Netto-Prämie 
des ^-jährigen fxy des (a?-)- w)-jährigen 2)a;+n, so hat der 
Versicherte dadurch, dafs er die Versicherung nicht erst 
im Alter {x -|- n), sondern bereits im Alter x abgeschlossen 
hat, jährlich statt j>x+n blofs px zu zahlen, er erspart daher 
alljährlich vom Alter (x -\- n) angefangen bis an sein Lebens- 
ende den Betrag {px-\-n — Px)y der Wert der gesamten 
Ersparnis auf das Alter {x -\- n) des Versicherten diskontiert, 
beträgt daher {px-\rn — Px)Rx^n' 

Dieser Betrag mufs mit dem Überschusse der bisherigen 
Zahlungen des Versicherten über die bisherigen Leistungen 
der Anstalt, d. h. mit der im Alter {x -f- n) des Versicherten 
vorhandenen Prämien-Beserve identisch sein, so zwar, dafs 
die Prämien-Reserve zur Deckung dieser Ersparnis eben 
hinreicht, ohne dafs ein Best übrig bleibt, da Px^n Rx-^-n 
den Wert der künftigen Leistungen der Anstalt, px Rx-^r^ 
den Wert der künftigen Zahlungen des Versicherten, 

Px-Yn Rx^n — PxRx-irn=^{jpx^n — ;>x) Rx-\-n daher die 
prospektive Prämien-Beserve darstellt. 

Es ist daher die Prämien-Beserve nach n -jährigem 
Bestände der Versicherung auch: 

Die Bichtigkeit dieser Formel läfst sich auch direkt 
nachweisen. 



mithin 



Px 


— 


R. 


1- 


r 1 
r 


1 

R, 


r 


r 


1 




Rx 




. r> 


^ j 


px 


+ n 


1 r 

^x-^n 

< 1 i\ 


1 

r 






1 - 



daher 



> 
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was mit der ftlr die einfache Ablebensversicherang mit 
lebenslänglicher Prämienzahlnng auf Seite 109 gefundenen 
prospektiven Prämien-Reserve übereinstimmt. 

Als Wert der prospektiven Prämien-Reserve für Ver- 
sicherungen mit gleichbleibender jährlicher Prämienzahlung 
haben wir auf Seite 106 gefunden: 



,0» _aO> 



re8{n) = V^^^ — v^E:^^^. 
Hieraus folgt auch: 






+ «• 



Da Kc+n den Wert der vom Alter (a?-)-w) für die 
ganze weitere Versicherungsdauer von der Anstalt zu 

leistenden Zahlungen, Äx+n den Wert der vom Alter 
(x-\-n) des Versicherten ftlr die ganze weitere Dauer der 
Prämienzahlung von demselben zu zahlenden Rente im jähr- 

(0 

liehen Betrage 1 bezeichnet, ist ^j"^ die auf die ganze 

weitere Dauer der Prämienzahlung entfallende Jahres- 
Prämie der im Alter {x-^-ri) abgeschlossenen Versicherung. 

Setzen wir: 

(0 



-«-aj + n 



^fl;4-n, 



SO erhalten wir für die Prämien-Reserve die Formel: 

m(n) = (v^+ „ — v^ Är+ «. 2) 

Für die aufgeschobene Leibrente ist beispielsweise für 



w<[a 



mithin: 



cü _(«-n)— ^cü _*^** 



(a-n)— 
cu J-^x + n (a — Tif 



a — n 

Rx 



+ n 
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gleich der Jahres-Prämie eines {a -f- w)-jährigen für eine 
um {a — n) Jahre aufgeschobene Leibrente, folglich: 

res(n) = (^'*-*^r,+« - ^r,) Ä,+«. 3) 

Ebenso finden wir beispielsweise für die Ablebens- 
yersicherung mit Karenz und kurzer Prämienzahlung für 

d ~ fi 

x^n= -Px-^-n und ±lx^n= ^aj + nj 

folglich : 

Ol •* a; + n {a —n) 



w -'a; + n (a — n) "«" . 



Rx-\-n 

woraus: 

m(n) = C* - "> V+ n - %) V+ n. 4) 

Für die gemischte Versicherung finden wir, wenn n<^a 

0, T) a — n ( — ) A a — tt 

Vx-{-n = Y{ ^ -^a;4-n= G^a; + n HUd J?a.^»= i?a;4-tt> 

mithin 

(a-n) 

0» ^a; + n (a — n) 

Vx^n a_^ — ö^aJ + wj 

Rx-^n 

folglich: 

a — n 
re8{n) = ("^ " "Va? + n — V) ■'^a; + n. 5) 

Eine besondere Vorsicht erfordert die Anwendung 
dieser Methode bei der Versicherung mit Rückgewähr der 
Prämien. 

Ist V^/aj die Jahres-Prämie der aufgeschobenen Rente 
bei Rückgewähr der Prämien, wo aus 

a a^ 

^qjx -t^x ^^^^ -^x ~r" "^qix -^a; 

6) 



ar Rx 


^x 


Rx Px 
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so ist 

also 



CO 



^x + n 



A(o a — n 



'« 0-» 



i2 



x-l-n 



und 



a — n 

CO 



res(n) = (Va;4.„ — v^) Rx-\-nj 7) 



wo jedoch v^^.» nicht gleich ist ^^ %^ix-\.ny da analog mit 
Formel 6) 

(a — tt)" ^^x-\-n "« + <* 

-^05 -f*» •*aj + tt 1 "^»4-» 



1 — 



a — n 

Ha 



^aj + n 

es wäre daher falsch, analog zu den Formeln 1) und 
2) — 5) die Prämien-Reserve gleich zu setzen 

o — n 

\ ^Qjx-^n "qIxJ ■*^X'\-n j 

vielmehr mufs, falls wir von dieser Methode auch bei 
Versicherungen mit Kückgewähr der Prämien Gebrauch 

machen wollen, v^+n aus den Werten V^s^n iHid ]^x-\-n für 
jede Versicherungsaxt ermittelt werden. 

Als Beispiel zur Berechnung der Prämien-Beserve aus 
der Diflferenz der Jahres-Netto-Prämien sei die Prämien- 
Beserve einer Ablebensversicherung mit lebenslänglicher 
Prämienzahlung für einen beim Abschlüsse der Versicherung 
50 jährigen nach 10 jähriger Versicherungsdauer zu be- 
rechnen. 

Nach Formel 1) ist: ^««loCPso) = (P6o — äo)^6o- 
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Wie im § 40 gefiindeii wurde, ist i)^^ = 0*042 2753 

0029126 2 



1 

^60 


r 1 1 003 1 


r 10-5129 103 10*5129 




log Ä.o — 1021 722 

•* 




log ^— — 0-978 278 2 
J- — 0095 121 4 

^«0 




• 


** ^ — 00291262 
r 




p,o — 0-065 995 2 



mithin 

»•««lo (P5o) = (0*065 9952 — 0042 275 3) 10-5129 

= 0-023 7199.10-5129 

log(;>eo-Äo) = 0-375113-2 

>og ^60 = 1'021 722 

log res^Q (p^^) = 0-396 835 — 1 

^^io(P5o) = 0-249365, 

welches Besultat mit dem in der Tabelle za § 55 gefandenen 
übereinstimmt. 



§ 58. Freie Prämien. 

Wir sind bisher bei Versicherungen mit jährlicher 
Prämienzahlung von gleichbleibenden jährlichen Prämien 
ausgegangen; es soll jetzt der Fall betrachtet werden, 
wenn die Jahres-Prämien untereinander verschieden sind. 

Nehmen wir an, jemand gehe eine Versicherung ein 
und zahle im Alter a die Prämie c«;, im Alter (je -|- 1) die 
Prämie c^^iy im Alter (« + 2) die Prämie Ca.^2 • • ii. s. w. 

Ist Vx <üe Einmal-Prämie der im Alter a abgeschlossenen 
Versicherung, (dieselbe mag beliebig sein, als Erlebens-, 
Renten-, Ablebensversicherung etc.) so heifst dies, gegen 
einmaligen Erlag des Betrages V^ kann der Versicherte 
eine Versichenml auf den Betrag 1 erwerben, er erwirbt 
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daher gegen Erlag des Betrages 1 eine Versicherung auf 

den Betrag ^r nnd gegen Erlag des Betrages c^ eine Ver- 
las 

Sicherung auf den Betrag^. 

'X 

Ist ebenso Fa. 4.1 die Einmal -Prämie derselben Ver- 
sicherung für das Alter {x -j- 1), so erwirbt der Versicherte 
gegen Erlag des Betrages Ca.4.1 eine Versicherung auf den 

Betrag ^±^. 

Betrachten wir auf gleiche Weise jede einzelne Prämie 
als Einmal-Prämie der betreffenden Versicherungsart, so ist 
die Höhe des versicherten Betrages: 

S = f + ^ + ^ + ... 1) 

Wir nennen eine solche Versicherung eine Ver- 
sicherung mit freier Prämie zum Unterschiede von den 
bisher behandelten Versicherungen mit fixer Prämie. 

Die Prämien -Reserve einer Versicherung mit freier 
Prämie läfst sich am einfachsten nach der prospektiven 
Methode bestimmen. Da jede einzelne Prämie als Einmal- 
prämie betrachtet wird, hat der Versicherte gar keine 
weiteren Zahlungen zu leisten. Die Prämien-Reserve einer 
Versicherung im Betrage 1 ist daher im Alter (x-^-n) des 
Versicherten V^i^n und die einer Versicherung im Betrage 

beträgt daher: 

§ 59. Zillmersclie Netto-Prämie und Prämien- 
Reserve. 

Zillmer geht von der Voraussetzung aus, die Jahres- 
Netto-Prämien irgend einer Versicherung seien erst vom 
2. Jahre angefangen unter einander gleich, während die 
Jahres -Netto -Prämie des 1. Jahres um einen Betrag A 
geringer sei. 
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Ist Vy, die Eimnal-Prämie der Versicherung für das 

Alter X des Versicherten, JSa? der Wert der Rente im jähr- 
liehen Betrage 1, in welcher die Zahlung der Jahres-Prämien 
stattzufinden hat, v^^ die gleichbleibende, n^ die Zillmersche 
Jahres-Netto-Prämie, so ist 



Vx Eg. = Fa; und hieraus Vg. = -^ 1) 



femer 



oder 



woraus 



oder 



Hx 



K — ^) + ^4^«— 1)= Vx 

7txRcc=V,-^Ä 2) 

7tx= ""T 3) 



Zillmer nimmt die Prämie des 1. Jahres rechnungs- 
mäfsig wohl um den Betrag A kleiner, also im Betrage 
{tVx — -4) an, hebt jedoch vom Versicherten trotzdem fie 
volle Prämie ^^ auch im 1. Jahre ein; der im 1. Jahre zu 
viel eingehobene Betrag A dient zur Deckung der einmaligen 
Regie-Auslagen der Anstalt. 

Die Prämien-Reserve der Versicherung nach n Jahren, 
nach der prospektiven Methode berechnet, ist für die gleich- 
bleibende Jahres-Prämie: 

(u A (ü £ 'X 4- « \ A Ol 

Rx^n 

für die Zillmersche Jahres-Prämie dagegen: 



VD 

^n(^»)= Vx-^n ^x-Rx + n=\—::^ '—^xj^x + n 



= {^x-\-n ^x)Rx + n 6) 
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und hieraus: 

resn (üx) — resn {^x) = {^x — Vx) -^x + n 7) 

and da ans 4) 

A 

^x ^a; = ^ 

Rx 
anch 

resn K) — resn (^r^) = -^ ^^4. ». 8) 

Ex 

Da nnn -^jRa;+n unter allen Umständen positiv ist, 
Rx 
folgt aus 8), dafs die Zillmersche Prämien-Reserve stets 
kleiner ist, als die Prämien-Reserve bei gleichbleibender 
jährlicher Prämienzahlung. 

Der Betrag A kann nicht beliebig grofs angenommen 
werden, da darauf Rücksicht genommen werden mufs, dafs 
die Prämie {n^ — A) des 1. Jahres mindestens hinreichen 
mufs, um die Zahlungen der Anstalt im 1. Jahre zu decken. 

Jst Fa; eine einfache oder kurze Todesfallversicherung, 

so ist der Wert der von der Anstalt im 1. Jahre zu leistenden 

DT 
Zahlungen -yA^ 

Es mufs daher: 



7t a^ A^ 

und 



DT, 



X *^,^ y^ 

■L^X 



DT 
A^7t, — ^. 9) 



X 



Für die einfache Ablebensversicherung mit lebensläng- 
licher Prämienzahlung ist: 

7txRx = Rx-\-Aj oder tCxRx — Px = A 
und mit Berücksichtigung von 9) 



Ä 



und 

DT 



x 



Äx— 1 
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Kon ist 



■L^x J-^x -^aj+l 

Rx 1 EDx^I Rx+l 



Px-irl 



Dx 

folglich 

^x'^Px+l 10) 

d. h. die Zillmersche Prämie der einlachen Ablebensversicherung 
mit lebenslänglicher Prämienzahlung darf höchstens ebenso 
grofs sein, als die Prämie des nächst höheren Alters bei 
gleichbleibender Jahres-Prämie. 

Zu demselben Resultate kommen wir bei der kurzen 
Todesfallversicherung. 

Es ist hier 

a a a a a a 

7txIix = Px-\''^ oder TtxRx — Px = ^ 
und wegen 9) 

a a a TlT* 

^x •'^x •* x *^ ^x Y^ 

folglich : 

a DT, 
-^^ ^x iDTx — lDT^^a—DTx 



ZDx — lDx^a—Dx 



Rx — 1 

iDx^l SDx^a 



oder: 



mithin auch hier: 



^x^ Px-\-l 
OrorsmanB, Versioheningsmatheintttik. 



a--l 

Rx-\-\ 

a a — 1 
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Ebenso finden wir bei der einfachen Ablebensyersichemng^ 
mit kurzer Prämienzahlnng : 

nJ)R^=Pai-\-A oder (ttJä«.— Px = -4 

nnd mit Berücksichtigung der Formel 9) 



{^R,-P,^{n)-^ 



woraus : 

^ DT. 



R^ — l 
und wegen: 



P,— 



X 7=;; ^T\rn n ya—l 



DT, 



D, SDT,^, 



a 

JRx 1 Rx+1 

a — 1 






.0^(Vx+i) 12) 



Bei der gemischten Versicherung finden wir ebenfalls, 
wenn wir hier die Zillmersche Prämie mit y^ bezeichnen, 



- BT 



X 

X 



hieraus: 






DT, 



X jy 



a 

R 



und da: 



X 



DT, Dx+a 1 p DTx 

D. 2>. "^ " D^ 



X 



a 



Rx — 1 Rx — 1 



Jt: 



x + l 
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auch hier: 

X^<'-'V«+x 13) 

Anders verhält sich die Sache bei der Erlebensversicherung; 
bezeichnen wir die Zillmersche Prämie für dieselbe mit *ij^ , 

so ist die Prämie des 1. Jahres {^rj^ — A)] da jedoch die 

Anstalt bei der Erlebensversicherung im 1. Jahre keinerlei 
Zahlungen zu leisten hat, so läfst sich auf diese Weise eine 
Bedingung für A nicht feststellen. 

Bestimmen wir jedoch die Prämien-Reserve dieser Ver- 
sicherung nach 1 Jahre nach der prospektiven Methode, so 
finden wir: 

a— 1 

Es mufs nun ^r]^ Hx+i kleiner oder höchstens so grofs 

sein als jf'^^ , da sonst die Prämien-Reserve negativ wäre, 

was unzulässig ist, da eine negative Prämien-Reserve vom 
retrospektiven Standpunkte betrachtet, bedeutet, dafs der 
Wert der bisherigen Leistungen der Anstalt den Wert der 
bisherigen Zahlungen des Versicherten übersteigt, was stets 
zu vermeiden ist, da die Anstalt die über die Zahlungen der 
Versicherten geleisteten Zuschüsse bei etwaigem Austritte 
der Versicherten aus den Prämien der späteren Jahre nicht 
hereinbringen könnte und dadurch zu Schaden kommen 
würde. 



Da nun: 



so folgt: 



a— 1 T-j 



Vx -Raj + l ^ Jf 



D 



X'\-a 






und da: 



^x 



+1 



-Dx-\-a 

9* 
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folgt weiters: 

Ähnlich finden wir bei der aufgeschobenen Rente, deren 
Zillmersche Prämie ^Qx sei, aus: 



a — 1 



(a-l)D , 

?^^ — ;^^T^ 

oder: 

"^^^""'V.+i- 15) 

Da, wie wir aus den Formeln 10) bis 15) ersehen, die 
Zilhnersche Netto-Prämie des a-jährigen kleiner sein mufs 
oder höchstens ebenso grofs sein darf, wie die Prämie des 
(a -}- l)-jährigen für dieselbe Versicherung, nennt man diese 
Methode der Prämienbestimmung auch die (a -f- l)-Methode. 



§ 60. Grnppenreclinnng der Prämien-Reserve. 

Aus dem bereits erörterten Begriffe der Prämien-Reserve 
ergiebt sich, dafs in dem Vermögen der Versicherungsanstalt 
die Prämien-Reserve jeder einzelnen Versicherung vorhanden 
sein mufs, da die Prämien -Reserve samt den künftigen 
Zahlungen des Versicherten, die als Rechnungsgrundlage 
angenommene Sterblichkeit und Verzinsung vorausgesetzt, 
eben hinreicht, um die künftigen Leistungen der Anstalt 
für die betreffende Versicherung zu decken. 

Bei der Aufstellung der BUanz, die in gewissen Zeit- 
abschnitten, zumeist am Schlüsse eines jeden Jahres, erfolgt, 
wird daher auch das Vorhandensein der Prämien-Reserve 
aller in Kraft befindlichen Versicherungen der Anstalt nach- 
gewiesen werden müssen. 

Um nun die Prämien-Reserve nicht für jede einzelne 
Versicherung gesondert berechnen zu müssen, trachtet man 
die Berechnung durch die Gruppenrechnung zu vereinfachen. 

Wir wollen dies vorerst bei der einfachen Ablebens- 
versicherung mit lebenslänglicher Prämienzahlung zeigen. 
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Für diese Versicherung haben wir gefunden: 

**««n iPx) = ^x + n Px -Äx + n. 

Ist der Versicherte nicht, wie bisher vorausgesetzt, auf 
den Betrag 1, sondern auf ein Kapital C versichert, so ist 
die Prämien-Reserve: 

C res^ (p^) = C ' Px+n — Cpx * Rx+n 

wo Cpx die Jahres-Prämie des Versicherten für ein ver- 
sichertes Kapital C bedeutet. 

Wenn wir nun alle zur Zeit des Bilanzabschlusses 
gleichalterigen, z. B. z Jahre alten Versicherten, welche 
auf die Kapitalien C^y C^,C^ -" versichert sein mögen und 
die Versicherung in verschiedenem Alter, etwa a!^,x^,x^... 
abgeschlossen haben, zu einer Gruppe vereinigen, und die 
Summe der Prämien-Reserve aller zu dieser Gruppe gehörigen 
Versicherten mit Re8(z) bezeichnen, so erhalten wir: 

Res (z) = {C, P,— C, p,^ R,) + (C, P,— C^ p.. iü.) 

+ (^8 ^' ^8 Px* ^»^ 4~ • • • 

oder: 

ReB{z) = {C^^C^ + C^-\-...)P.-{C^p.,-^C^p^ 

Bezeichnen wir noch das ganze versicherte Kapital: 

und die Summe der Jahres-Prämien sämtlicher Versicherten 
dieser Gruppe: 

(^x P^. + ^2 Po:. + <?8 P«'. + • • • = -^ ^ P^ 
so folgt: 

Res {z) = P,'SC—Rs '^Cpa:. 1) 

Man wird also die Versicherten nach dem Alter am 
Bilanztage gruppieren, die Summe des versicherten Kapitals 
jeder einzelnen Gruppe mit derEinmal-Prämie des betreffenden 
Alters multiplizieren und hievon das Produkt aus der Leib- 
rente des betreffenden Alters mit der Summe sämtlicher 
Jahres-Prämien subtrahieren. 

Man kann hiebei die etwa vorhandenen Versicherungen 
mit einmaliger Prämienzahlung mit einbeziehen, indem die 
Jahres-Prämie fttr diese Versicherungen = gesetzt wird. 
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Eine zweite Art der Gmppenrechnung für die einfache 
Ablebensyersicherong mit lebenslänglicher Prämienzahlung 
ergiebt sich ans der Formel: 

r \ t sc 4- n 

,«(„) = ! ^ 

nnd fttr ein versichertes Kapital C 

Q 

Cre8{n)= C — ^- - Rx-^-n 



R 



'X 



nnd für die ganze Gruppe der am Bilanztage z Jahre alten 
Versicherten: 



Res (z) = IC— R, -^( p-). 2) 



^- kann beim Abschlüsse der einzelnen Versicherung 
Rx 

in den Reserve-Büchern eingetragen und braucht daher am 
Jahresabschlüsse blofs summiert zu werden. 

Eine 3. Art der Gruppenrechnung erhalten wir aus 
der Formel: 

res (n) = (px^n — Px) Rx^n 

und für ein versichertes Kapital C mit Berücksichtigung, 
dafs: a!-\-n = z 

Cres(n) = {Cp,— Cpx)Rs^ 

Wir erhalten daher für die ganze Gruppe: 

Res (z) = {p, IC — iCpx) Rs 3) 

wo 2'Cund iCpx dieselbe Bedeutung haben, wie in Formel 1). 

Nach Formel 3) wird man daher die Summe des ver- 
sicherten Kapitals jeder Altersgruppe mit der Jahres-Prämie 
für das versicherte Kapital 1 dieses Alters multiplizieren, 
hievon die Summe der Jahres-Prämien dieser Gruppe sub- 
trahieren und die Differenz mit dem Rentenwerte dieses 
Alters multiplizieren. 

Für die einfache Ablebensversicherung mit kurzer 
Prämienzahlung gestaltet sich die Gruppenrechnung einfach, 
falls die Prämienzahlung bereits aufgehört hat. Ist n>>a, 

so ist resn\(px))= Rx-^n und iilr ai-\-n = z 

Res{z) = P,lC. 4) 
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Schwieriger gestaltet sich hier die Grappenrechnang, 
falls n <[ a, d. h. so lange die Jahres-Prämien noch gezahlt 
werden. Nach der prospektiven Methode ist alsdann: 

Setzen wir wieder das Alter am Bilanztage : a!-\--n = z, 
hieraus n = z — x und a — n = a!-\-a — z, 

mithin : 

(a -v a x-^a — t 

{P:^)) = Pm — {Px) Um 

und da 



^+a— . . j:d 



x-\-a 



und fUr ein versichertes Kapitel C: 

und für die ganze Gruppe der am Bilanztage 2;-jährigen: 

a -t a 

HC bedeutet auch hier die Summe des versicherten Kapitals, 

a 

2C(j>x) die Summe der Jahres-Prämien; wird beim Abschlüsse 
der Versicherung in einer Rubrik der ßeservebücher das 

a 

Produkt der Jahres-Prämie C{px) mit der Summe der dis- 
kontierten Zahlen der Lebenden desjenigen Alters, mit 
welchem die Prämienzahlung aufhört, iD^^aj eingetragen, 

a 

SO giebt die Summe dieser Rubrik E[C(j>x)^JDx-ha]» 

Ahnlich finden wir bei der aufgeschobenen Rente, so 
lange die Prämienzahlung dauert, d. h. wenn w < a : 



reSnC^x) = ^""^"^-ßa^+n — Va; Rx^ 



a — n 

n 
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oder 

— % (ß, — ('+— ')!,) = (1 + '*i^»)'"+— "ä, — «r« R. 
und 

und für die ganze Gmppe im Alter z: 

Res{z) = ^i:(ClD,^a) + ^S{C''r,2:D,^a) 

— Ä.i:(CV,) 6) 

Ebenso finden wir fttr die Erlebensversichenmg : 

reSn ( ßx) = "7=^ ^o; -^x+n = f=j ^« -^ 

=-p; — *4^' — sr^ 

und hieraus: 

IUB(z)=^^CD^j^^ — R,XC^e^-\-^l(CHx:^Dx^^. 7) 

Für die gemischte Versicherung finden wir: 

= 1 — v~;;~ + \) (^^+« — " " Ä«+») 

(V.) = :-(^+V.)(ä.-^) 



re«. 
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Da nun: 

r—l JL 

r^ 1 r ■"* 1 r 1 

1 — - — -R. = P,Tmd'g = ^ = 4 ^—^ 

ist weiters: 

ffx) = ^'— ffx^'-\--r^Dr~ 

Rx 
und hieraus: 

\ Rx ^ 

ClDx + a 



8) 



ist für jede einzelne Versicherung konstant, 

Rx 
und kann daher gleich beim Abschlüsse der Versicherung 
berechnet und in eine hiefttr bestimmte Rubrik der Reserve- 
bücher eingetragen werden. 

Die bisher behandelte Methode bietet den Vorteil, dafs 
alle am Bilanztage gleichalterigen Versicherten einer Ver- 
sicherungsart in eine Gruppe zusammengefafst werden 
können, doch ist diese Methode für die Prämien-Reserve 
steigender Renten und für Versicherungen mit Prämien- 
rückgewähr nicht anwendbar. 

Bei solchen Versicherungen müssen kleinere Gruppen 
gebildet werden, so dafs_ für die Versicherten einer Gruppe 
sowohl das Beitrittsalter ^, als auch die Versicherungs- 
dauer n dieselbe ist. 

Bei Anwendung der retrospektiven Methode haben vra 
z. B. für die aufgeschobene Rente mit Rückgewähr der 
Netto-Prämien vor Beginn des Rentenbezuges, d. h. wenn 

a- — a' ^^ I> - — *^ 2?a. 

re«n ( '"'qIx) = ( '"'qlx Rx ^^aj ^a^Yk = '""qlx {Rx Rx) 75 

■^x + n -^x -\- n 

mithin die Gresamt-Reserve für die ganze Gruppe: 

Res, = ^^^^-^ iC'r^lx 9) 
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wo SC^T^ix die länmme der Jahres-Prämien bezeichnet und 

■p p 

^ -^ für eine Gmppe mit demselben Beitrittsalter and 






X 



derselben Versichernngsdaner konstant ist. 

Ebenso ist beispielsweise fttr die gemischte Ver- 
sichernng die retrospektive Prämien-Beserye: 

^^n C9x) = CQx Rx — Px) rT^ ' 

■Lfx-\-n 

mithin: 



n n 

■^x x^ria -^x 



Bes^ = -^ sC'g, — -^ -ra 10) 

Ex Ex 

Hier ist 2C.^gx die Summe der Jahres-Prämien, IC die 



n 

X 



JD p 

Summe der versicherten Kapitalien, -^ und -^^ sind 



'X -•-'a; 



konstant für jede Gruppe mit demselben Beitrittsalter und 
derselben Versicherungsdauer. 



Dritter Abschnitt. 

Versicherung verbundener Leben. 



Neuntes Kapitel. 

§ 61. Wahrscheinlichkeit, dafs von einem ver- 

bnndenen Paare nach einer bestimmten Zeit beide 

Teile, ein Teil, keiner von beiden am Leben ist. 

Die bisher behandelten Yersichenmgsarten sind sämtlich 
Tom Leben oder Sterben einer einzigen Person abhängig; 
wir wollen nun zu denjenigen Versicherungsarten übergehen, 
die vom Leben oder Sterben zweier oder auch mehrerer 
Personen abhängig sind. 

Nehmen wir zwei durch irgend welche Interessen mit 
einander verbundene Personen an, es können dies zwei 
Ehegatten, oder Vater und Kind, oder auch zwei Geschwister 
desselben oder verschiedenen Geschlechtes, zwei Geschäfts- 
kompagnons etc. sein; wir nennen diese zwei Personen ein 
verbundenes Paar, werden uns jedoch häufig der Bezeichnung 
Mann und Frau bedienen, anstatt die einzelnen Personen 
des verbundenen Paares näher zu bezeichnen. Es sei x das 
Alter des Mannes, y das Alter der Frau. Welches ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs nach einem Jahre beide noch am 
Leben sind? 

Die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Eintreflfens 
zweier oder mehrerer von einander unabhängiger Ereignisse 
ist nach der Wahrscheinlichkeitslehre gleich dem Produkte 
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der Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens der einzehoien 
Ereignisse. 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs nach einem Jahre der 
Mann noch am Leben ist, ist gleich "^J^^ ; die Wahrschein- 

lichkeit, dafs die Frau noch am Leben ist, — y-^ 5 ^s ist daher 

1) die Wahrscheinlichkeit, dafs nach einem Jahre Mann 
und Frau noch am Leben sind: ^ + ^ /"^^ - 

Da die Wahrscheinlichkeit, dafs der Mann nach einem 

Jahre nicht mehr am Leben ist, gleich ist : 1 |i^, und 

ebenso die Wahrscheinlichkeit, dafs die Frau nach einem 
Jahre nicht mehr am Leben ist : 1 ^=^1, folgt weiters 

als Wahrscheinlichkeit, dafs nach einem Jahre 

2) der Mann noch lebt, die Frau dagegen bereits 
gestorben ist: 

Lx^\ /- -^y + l \ -^«+1 -^v — ^y + 1 

Lx \ I^y / -^x Ly 

3) der Mann bereits gestorben ist und die Frau noch lebt: 



/^ -^x + lX -^y-fl -Ljx ±J 

V Lx / Ly Lx 



Ly 



4) Mann und Frau bereits gestorben sind: 

(I -^X + l X / J -^y + A Lx ^X H- 1 Ly Ly^\ 

Lx /\ Ly ) Lx Ly 

Ebenso finden wir die Wahrscheinlichkeiten, dafs nach 
n Jahren 

1) sowohl der Mann, als auch die Frau noch leben: 

ix+n Lyj^^ 

" • ————— 

Lx Ly 

2) der Mann noch lebt und die Frau bereits gestorben ist: 

•^g-fn (•% -^ y + w ^ -^a + n Ly — J^y + » 

Lx \ Ly ) Lx Ly 
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3) die Frau noch lebt und der Mann bereits gestorben ist: 



Lx ) Ly 



*X Ly 



4) sowohl der Mann, als auch die Frau bereits ge- 
storben sind: 

(^ Lx-\-n \ /^ ^y + w \ Lx — Lx-\-n Ly — Ly _|, n 
Lx / \ Ly J Lx Ly 

Es ist hiebei zu bemerken, dafs L^ und Ly nicht 
derselben Sterblichkeitstafel angehören müssen, was übrigens 
bei solchen Sterblichkeitstafeki, die nicht für beide Ge- 
schlechter Geltung haben, überhaupt nicht möglich wäre, 
wenn das verbundene Paar von Personen verschiedenen 
Geschlechtes gebildet wird. 

Wir können die soeben abgeleiteten Wahrscheinlich- 
keiten 1) — 4) auch noch auf folgendem Wege erhalten. 

Denken wir uns L^ Ly Paare, deren jedes aus einem 
.r-jährigen Manne und einer y-jährigen Frau besteht; wir 
haben demnach L^ I^y Männer und L^ Ly Frauen. Da von 
Lx ^-jährigen Männern nach n Jahren noch Lx^n Männer 
am Leben sind, werden von Lx Ly ^-jährigen Männern nach 
n Jahren noch Lx^nLy Männer am Leben sein. 

Denken wir uns nun alle jene Paare aus den ursprünglich 
vorhandenen L^Ly Paaren zu einer besonderen Gruppe 
vereinigt, von denen die Männer nach n Jahren sämtlich 
noch am Leben sein werden, so mufs die Anzahl der Paare 
dieser Gruppe Lx^nLy sein; da von Ly Frauen nach 
n Jahren nur mehr iy+n ani Leben sind, so werden von 
den LxJ{-nLy Frauen dieser Gruppe nach n Jahren nur 
mehr iaj+n -^y+n Fraucu am Leben, mithin von der 
ursprünglich vorhandenen Anzahl LxLy der Paare nach 
n Jahren nur mehr Lx^nLy^n Paare vorhanden sein, bei 
denen sowohl der Mann, als auch die Frau noch am 
Leben sind. 

Es ist daher die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs von 
einem verbundenen Paare, wo der Mann ^, die Frau y Jahre 
alt ist, nach n Jahren noch beide am Teile am Leben sind 



'x-j-n ■^y-\-n 

Lx Jjy 



1) 
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Da von den L^a Ly verbundenen Paaren nach n Jahren 
nnr mehr L^^j^^Ly Männer und von den Frauen dieser 
ia-^n Ly Männer nur mehr i^+n -^y+n Frauen am Leben 
sind, sind 

Männer Witwer geworden ; es ist daher die Wahrscheinlich- 
keit, dafs ein verbundenes Paar im Alter x, beziehungs- 
weise y, innerhalb n Jahren durch den Tod der Frau auf- 
gelöst wird 



LxLy Lx \ Ly ) 



2) 



Von den ursprünglich vorhandenen LxLy Männern sind 
nach n Jahren nur mehr Lx^nLy am Leben, mithin LxLy 
— Lx^nLy = Ly{Lx — Lx^n) Männer gestorben; von den 
zu diesen Männern ursprünglich gehörigen Ly{Lx — ix+n) 
Frauen leben, da von Ly Frauen nach n Jahren nur mehr 
Ly^n am Leben sind, noch Ly^n{Lx — i^+n) Frauen, die 
also innerhalb n Jahren sämtlich Witwen geworden sind; 
es ist daher die Wahrscheinlichkeit, dafs ein verbundenes 
Paar im Alter Xj beziehungsweise y, innerhalb n Jahren 
durch den Tod des Mannes aufgelöst wird 



Ly^njLx Lx -|- 



A = (j_ — ^^\I^. 3) 



J-^x-^y ^ -^x ^ -^y 

Da, wie soeben gezeigt wurde, unter LxLy verbundenen 
Paaren Ly{Lx — ia;+n) Paare vorhanden sind, deren Männer 
innerhalb n Jahren vollständig aussterben und von den 
Ly{Lx — ix+n) Frauen dieser Paare nach n Jahren nur mehr 
Ly^^{Lx — irr+n) »m Lcbcu sind, müssen iy(ia; — J^x+n) 

Ly-]-n{Lx Lx^n) = {-Lx ^x + n) (iy ^y^n) FraUCU 

gestorben sein; es werden also von LxLy verbundenen 
Paaren {Lx — Lx^n){Ly — iy+n) Paare durch den Tod 
beider Teile, des Mannes und der Frau, vollständig aus- 
gestorben sein. 

Es ist daher die Wahrscheinlichkeit, dafs ein ver- 
bundenes Paar im Alter x, beziehungsweise y, innerhalb n 
Jahren durch beiderseitigen Tod aufgelöst wird 
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__ {-Lx Lx^f^ {Ly Ly^n) 

J->xLy 

Da einer der 4 Fälle 1), 2), 3), 4) unbedingt eintreten 
mufs, mufs die Summe der entwickelten 4 Wahrscheinlich- 
keiten = 1 sein; es ist auch thatsächlich: 



LxLy 



+0-%)(%+>-%^) 



— — r r^ 



^-'ac-l-n 



1. 



'35 -^X 



§ 62. Erlebensversichemiig. 

Ein verbundenes Paar, bestehend aus einem «-j ährigen 
Manne und einer y-jährigen Frau, erlegt die Einmal-Prämie 

Esc^yy damit an dasselbe nach a Jahren, falls beide Teile 
noch am Leben sind, der Betrag 1 ausbezahlt werde. 

Der Betrag 1 ist nach a Jahren mit der Wahrschein- 
lichkeit _^L±±. Hl» zahlbar; es ist daher der gegenwärtige 

Juv. Ju,, 



Wert desselben: 



a 



1 Lx-\-a Ly^ 



^.=^-^'-^ 1) 



oder auch: 



-^ac + g 

jtSC 
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oder anch: 

a X^ + a r^+^. «rj _ X^ + al>y+a . o^ 

Führen wir noch die Bezeichnung ein: 

1 Lx^jcLy^jg Dsc-\-kLy^ jc Xa;4-fcZ^y4-fc ^jg-f fc, y+fc 

r* ia;iy ^a;iy ia-^y ^x,y 

SO erhalten wir femer auch: 

-Cx,y — T^ j *; 

wo jedoch zu beachten ist, dafs in dem Ausdrucke 2>a;4-o,y+o 
die Diskontierung entweder blofs nach {x -f- «) oder blofs 
nach (y-|-^)> ^ keinem Falle jedoch nach beiden Altern 
vorzunehmen ist, und dafs die Diskontierung im Nenner in 
derselben Weise erfolgen mufs, wie im Zähler, also ent- 
weder bei beiden nach dem Alter des Mannes oder bei 
beiden nach dem Alter der Frau. 

Wird die Erlebensversicherung in der Weise ab- 
geschlossen, dafs der Betrag 1 nach a Jahren auszubezahlen 
ist, falls von dem verbundenen Paare überhaupt noch jemand 
am Leben ist, so können wir uns vorstellen, dafs sowohl 
der Mann, als auch die Frau jeder für sich eine Erlebens- 
versicherung auf a Jß,hre eingeht; leben nun beide noch 
nach a Jahren, so würden sie zusammen den Betrag 2 er- 
halten; wenn wir nun annehmen, dafs das Paar nach a 
Jahren, falls beide Teile noch am Leben sind, den Betrag 1 
an die Anstalt rückerstattet, so bleibt dem verbundenen 
Paare der Betrag 1, es ist mithin der Bedingung entsprochen, 
dafs der Betrag 1 von der Anstalt auszubezahlen ist, falls 
auch nur eine Person des verbundenen Paares am Leben 
ist. Wir erhalten daher als Einmal-Prämie dieser Ver- 
sicherung: 

nag 

jEb-J- Ey Ea:^y. 5) 

Unterziehen wir diese Formel einer Diskussion, so 
können wir folgende 4 Fälle unterscheiden: 
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1. Nach a Jahren lebt sowohl der Mann, als auch die 
Frau; jeder von ihnen erhält den Betrag 1, dagegen wird 
der Betrag 1 rückerstattet, mithin: 1 + 1 — 1 = 1. 

2. Es lebt nur der Mann; die Frau erhält nichts, es 
wird auch nichts rückerstattet, da nicht mehr beide Teile 
am Leben sind; folglich: 1 -f- — = 1. 

3. Es lebt nur die Frau; wir erhalten ähnlich: -f- 1 
— = 1. 

4. Es lebt weder der Mann, noch die Frau, es ist da- 
her nichts auszubezahlen; O + O — = 0. 



§ 63. Yerbindimgsrenten. 

Ein verbundenes Paar, der Mann ^, die Frau y Jahre 
alt, erlegen eine Einmal-Prämie R^^y i damit an dasselbe, 
so lange beide Teile noch am Leben sind, zu Beginn eines 
jeden Jahres der Betrag 1 ausbezahlt werde. 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs beide Teile nach n Jahren 

noch am Leben sind, ist — ^t!L . _Ö2L j der gegenwärtige 

Wert des nach n Jahren zu zahlenden Betrages 1 ist daher: 
1 Lg.^^ Ly^-n 

r- L, ' Ly' 

Die erste Zahlung ist sofort fällig; für die späteren 
Zahlungen setzen wir für n der Reihe nach 1, 2, 3 u. s. w. 
bis zum höchsten Alter und summieren die so erhaltenen 
Werte der Zahlungen der einzelnen J^hre, wir erhalten 
alsdann: 

jr, 11^ -^oj+l -^y-f 1 I 1 LxJ^2 -^yH-2 
^a;,y= A-h— • — 7= j h 



r Lx Ly r^ Lx Ly 



+ II^"---F-+... 1) 

und wenn wir Zähler und Nenner eines jeden Gliedes durch 
Division mit r* oder r^ diskontieren: 



D x-\-\ -^y+l I •Pa;+2 •^y +2 



J^x.y—l-\ YTT T 



x -^y -^x -^y 
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oder 

Lx Dy Lg, Dy 

und, da 

Dx-irnLy^n Xg + n-Py + n I^x-{-n,y-{-n 



Dx Ly Lx Dy Dx^ y 



auch: 

^«, y — •»• "1 r) I 7) I 7^ r • • • */ 

■^Xf y J^Xf y -*^x, y 

oder: 

» __ -Prc. y 4" -P«+ 1, yH- 1 "i* -Pa;+2, yH-2 + -Pg+s, y+3 4" ' • - c\ 

^> 1/ r) *^/ 

•^a;,y 

Wir führen nun auch für die verbundenen Leben die 
Summe der diskontierten Zahlen ein: 

^Dx^y = L)x,y-\-Dx^l^y^l -[--Px + 2,y+2 + -Pa;+8,y+8+.«. 6) 

und erhalten: 

p ^L>x,y „\ 



«.y 

-*^a5,y 



welche Formel mit der Bentenformel für einfache Leben 
Rx = -yr^ ganz analog gebildet ist. 

Wenn in der Formel 1) die sofortige Zahlung wegfällt, 
erhalten wir die postnumerando zahlbare Verbindungsrente: 

p ;£^x4-vy+i ßx 

(i)^*.y — T) • ^) 

Ebenso erhalten wir aus 1) die um a Jahre auf- 
geschobene Verbindnngsrente , wenn die Zahlungen der 
ersten a Jahre: 

1 J_ A •^^ + ^ -^y+l I J^ Lx-\.2 Ly^2 t 

^~^r L, ' Ly "T-r* L, ' Ly +•'• 



1 Lx^a—i -^v+a — 1 
»-»-1 i, * i. 






entfallen. 
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Wir erhalten sodann: 

-«'«, y j-x ^) 

Die temporäre oder kurze Verbindungsrente für a Jahre 
besteht blofs aas den Zahlungen der ersten a Jahre, mithin 

^Ä,y — 7ü • ^^) 

Ans 9) und 10) folgt weiters: 

a 

Die um a Jahre aufgeschobene, dann n Jahre hindurch 
zahlbare Verbindungsrente wird aus 1) gefunden, wenn blofs 
der Wert der Zahlungen der ersten (a-}-w) Jahre berück- 
sichtigt und hievon der Wert der Zahlungen der ersten 
a Jahre in Abzug gebracht wird; wir erhalten auf diese 
Weise : 



n 



^Dcr-UnuJLa SDn 



■^x^y T^ • l^j 

•^x^y 

Die lebenslänglich steigende Verbindungsrente finden wir 
ähnlich, wie bei einfachem Leben: 






~ * T T ^sT^* • • 

-^x -L-zy 

und hieraus: 



R^.y = ^^ 13) 

Bei Vergleichung der Formeln 7) — 13) mit den ent- 
sprechenden Bentenformeln für einfache Leben finden wir, 
dafs die Rentenformeln für verbundene Leben ganz ähnlich 
gebildet sind, wie die entsprechenden Formeln für einfache 
Leben, es sind blofs die diskontierten Zahlen der Lebenden 
durch die diskontierten Zahlen der verbundenen Paare zu 
ersetzen. 



10* 
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§ 64. Schema einer Grnndtafel 

(Tafel der 23 deatschen Gesellschaften für norm. Leben 

und Frauen; 

Altersdifferenz zwischen Mann 



X 


X -f) 


Ly 


loglry 


log Dx 


logi>x,y^y5 
— logDxLy — 5 


1 


2 


3 


4 


6 


6 


89 
88 
87 
86 
85 

• 


84 
83 
82 
81 
80 

• 


5 598 

6 913 
8 375 

10 010 
11800 

• 


3-748 033 
3-839 667 
3-922 985 
4-000 434 
4-071 882 

■ 


1-997 995 
2132 539 
2-262 286 
2-388 200 
2-510 679 

• 


0-746 028 
0-972 206 
1185 271 
1-388 634 
1-582 561 

■ 



Die Werte von log Dy, wurden der Grundtafel zur 
Berechnung der Leibrenten (Seite 14) entnommen und 
mufsten daher nicht neuerdings berechnet werden; um 
nicht mit zu grofsen Zahlen rechnen zu müssen, wurden 
von den Logarithmen der Produkte von der Form D^Ly 
5 in Abzug gebracht, wodurch wir statt D^Ly und SD^Ly 

Y^r^DxLy xmi-Tjr^ iBxLy erhalten; der Wert der Rente 

wird dadurch nicht geändert, da 



10' 



SD.Ly 



10' 



I^xLy 






Ein Vergleich der Rentenwerte für einfache und ver- 
bundene Leben zeigt, wie vorauszusehen, dafs durchgehends 
Ex^y<^Ra: und auch Rx^y<^Ry, 

Um eine vollständige Tafel der Verbindungsrenten zu 
erhalten, müssen dieselben für alle möglichen Alters-Unter- 
schiede {x — y) berechnet werden. 
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für Verbindungs- Renten. 

mit vollst, ärztlicher Untersuchung, getrennt für Männer 
Zinsfiifs 3%.) 

und Frau: x — y^h Jahre. 



^ D 




1 
log ^Q5 2 I>x. y 

=loglQ6^^*-^ 


JJx,y 
= log Ex, y 


Rx,y 


7 


8 


9 


10 


11 


5-57221 
9-38007 
15*3204 
24-4700 
38-2438 

• 


5-57221 
14-95228 
30-2727 
54-7427 
92-9865 

• 


0-746 028 
1-174 707 
1-481 051 
1-738 327 
1-968 420 
• 


0-000 000 
0-202 501 
0-295 780 
0-349 693 
0-385 859 
• 


1-0000 

1-59405 

1-97597 

2-23714 

2-43142 

• 



§ 65. Unterjährige Verbindungs-Renten. 

Bei der unterjährigen anticipativen Verbindungsrente 
erfolgt die Zahlung der Rente zu Beginn eines jeden n-tel 

Jahres im jedesmaligen Betrage von — • Für die Zwecke 



n 



der Praxis kann man annehmen, dafs die diskontierten Zahlen 
der verbundenen Leben innerhalb eines Jahres proportional 
der Zeit abnehmen, so dafs: 

k 



D ,k ,k=I) (D 



D 



»+ii »+ 



i) 



— — - — ^^7 ^ "^ n ■^*+^' ^+^ * 



Da nun gesetzt werden kann: 



n 1 1 



y = -'-rT—\(D -\-D ,\ , 1 4-I> . 2. , a +... 

-{-D ,fc ,*+... + 2? ,»-1 ,»— li 

+ -D,+^+ * „+, +1 + . . . + i?,+,^«^,^^,^«^) + . . .] 
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folgt weiters: 

n 



woraus sodann: 
fi 






und weiters: 

n 



« _1 1 r « {n + 1) ^ ^ I «(» — 1) vn 1 

und da: 

ß-_l 1 fv/) / «(n + 1) , «(n-m 

"(>»-l) r> 1 

2n ^^U 
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und hieraus: 

n 

^^^'- D^^y 2n 

oder: 

n 

Analog mit der nnterjährigen Leibrente für einfache Leben. 



^ 66. Reknrsionsformel für die Yerbindiingsreiite. 

Ans: 

p ^^x,y ^x,y'^^Dx-\-l,y+l 

^XyV— TJ — 5 

-^Ä, y -*-'«, y 



folgt: 



R 



•^«4-1» y+1 ^^,y 

5,y •»• ~l 7) ^a;+l,y4-l 



= 1+- 7= f ^a;+l,y+l. 1) 

Nach Formel 1) kann die Rente eines verbundenen 
Paares aus der Rente eines Paares berechnet werden, dessen 
beide Teile um je ein Jahr älter sind. 



§ 67. Yerbindiingsrente bis zum 2. Tode. 

Die bisher behandelte Verbindungsrente, welche gezahlt 
wird, solange beide Teile des verbundenen Paares noch am 
Leben sind oder bis zum Tode des Erst-Sterbenden nennt 
man auch Verbindungsrente bis zum 1. Tode zum 
Unterschiede von der Verbindungsrente bis zum 2. Tode, 
welche gezahlt wird, solange von dem verbundenen Paare 
überhaupt noch eine Person am Leben ist, und deren Wert 

wir mit -ßx,y bezeichnen wollen. 



i52 ni. Versicherang verbundener Leben. 

Es ist leicht einzusehen, dafs: 

^x,y = Rx-\' Ry Rx, y 1) 

denn, solange beide Personen leben, bezieht jede derselben 
laut Formel 1) eine Rente im jährlichen Betrage 1, dagegen 
mnfs das Paar jährlich den Betrag 1 rückerstatten, es erhält 
daher jährlich den Betrag 1; ist dagegen nur mehr eine 
Person des verbundenen Paares, z. B. der Mann, am Leben, 

so wird Äy = und Rx^ y = 0, Rx, y geht daher in R^ ttber, 
es gelangt jährlich ebenfalls der Betrag 1 zur Auszahlung. 



§ 68. Zweiseitige Überlebensrente. 

Soll an die tiberlebende Person des verbundenen Paare» 
eine Rente ausbezahlt werden, die nach dem Ableben der 
erst Sterbenden beginnt und gezahlt wird, so lange die 
tiberlebende Person noch am Leben ist, nennen wir diese 
Rente eine zweiseitige oder gegenseitige Über- 
lebensrente und bezeichnen den Wert derselben mit 

Würde sich das verbundene Paar auf eine Verbindungs- 
rente bis zum 2. Tode versichern, so kommt dies einer 
Verbindungsrente bis zum 1. Tode und von da ab einer 
lebenslänglichen Rente für die überlebende Person gleich; 
es besteht demnach die Verbindungsrente bis zum 2. Tode 
aus der Verbindungsrente bis zum 1. Tode und aus der 
Rente vom 1. bis zum 2. Tode; diese letztere Rente ist 
nichts anderes, als die zweiseitige Uberlebensrente; es ist 
demnach: 

-^Xf y = -^x, y "T" ■'•"'is* y 7 aaner I-^ix, y = -^x, y — Rxf y 1) 
und da: 



auch: 



■^x, y -^x "T" -^y J^x, y 

jRxj y= Rx-}- Ry 2i?a5, y 2) 
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§ 69. Einseitige Überlebensrente. 

Die einseitige überlebensrente unterscheidet sich, von 
der zweiseitigen dadurch, dafs bei der einseitigen Über- 
lebensrente eine im vorhinein bestimmte Person des ver- 
bundenen Paares eine nach dem Ableben der andern Person 
des Paares beginnende Leibrente bezieht^ während bei der 
zweiseitigen Überlebensrente die Person, die in den Genufs 
der Leibrente tritt, im vorhinein nicht bestimmt ist; mau 
nennt die überlebende Person des Paares, die in den Bezug 
der Rente tritt, zu deren Gunsten demnach die Eente ab- 
geschlossen wurde, die Begünstigte. Soll die Rente an 
die beim Abschlüsse der Versicherung y-jährige Frau nach 
dem Ableben des Mannes gezahlt werden, so ist die Frau 
die Begünstigte; wir wollen den Wert dieser einseitigen 
Überlebensrente mit Rxjy bezeichnen, während Eyi^ die ein- 
seitige Überlebensrente zu Gunsten des ^-jährigen Mannes 
bezeichnen möge. 

Man kann sich die sofort beginnende Leibrente für 
eine y-jährige Frau in zwei Teile zerlegt denken, in die 
bis zum Tode des Mannes zahlbare, Verbindungsrente und 
in die sodann beginnende einseitige Überlebensrente; es ist 
daher : 

Ity = Kx^ y -\~ ■ti'xly 

mithin : 

Die Versicherung auf eine einseitige Überlebensrente 
wird häufig zur Versorgung der Witwe nach dem Ableben 
des Mannes abgeschlossen und wird dann auch Witwen- 
Pension genannt oder aber zur Versorgung der Waisen 
nach dem Ableben des Vaters (Waisen-Pension). Doch 
unterscheidet sich die Waisen -Pension insofern von der 
Witwen-Pension in Formel 1), dafs die Waisen-Rente in 
der Regel nur bis zur Erreichung eines im vorhinein fest- 
gesetzten Alters, die Witwen-Rente dagegen lebenslänglich 
zu zahlen ist. — Ist x das Alter des Vaters, z das Alter 
des Kindes, welches, wenn der Vater stirbt, eine Rente im 
Betrage 1 bis zur Erreichung des Alters a beziehen soll, 
80 ist ähnlich wie bei der Witwen-Rente : 

g — M a — M a — M 

Rg = Rx,Z-\- RxfM 2) 



154 ni. Yersichernng verbondener Leben, 

woraus die Waisen-Pension: 



a — M a — M a — m 



^xJM = i?jr ^x, M» 3) 

Soll die Witwen-Pension nicht zu Beginn eines jeden 
Jahres im Betrage 1, sondern zu Beginn eines jeden n-tel 

Jahres im Betrage — gezahlt werden, so ist ihr Wert: 



n 

n n n 



wobei vorausgesetzt wird, dafs die Zahlung der Witwen- 
Rente am Anfange desjenigen Jahres-n-tels beginnt, welches 
auf das Jahres-n-tel folgt, in welchem der Mann gestorben ist. 
Begnügen wir uns für die unterjährige Rente für ein- 
fache Leben, wie auch für die unterjährige Verbindungs- 
rente mit der Annäherung : 



und: 



R =Ry — 



n 

^ ^ n — 1 



■^x, y J^, 



^'^ 2n ' 



so folgt: 



n 



oder: 



n 

n 



I^xly -ßy ^aj, y -^xjyj 5) 

d. h. der Wert der Witwen-Pension bleibt derselbe, ob die 
Zahlung ganzjährig oder in unterjährigen Terminen erfolgt. 



§ 70. Steigende Witwen-Pension. 

Es wird häufig eine Versicherung auf eine Witwen- 
Pension in der Weise abgeschlossen, dafs die Witwe eine 
um so höhere Rente beziehen soll, je später der Mann ge- 
storben ist. 
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Die einfachste Form der steigenden Witwen -Pension 
ist die folgende: Stirbt der Mann im Lanfe des 1. Jahres, 
so erhält die Witwe eine am Anfange des 2. Jahres be- 
ginnende Rente im jährliehen Betrage 1; stirbt der Mann 
im Lanfe des 2. Jahres, so erhält die Witwe eine am An- 
fange des 3. Jahres beginnende Bente im jährlichen Betrage 
2, n. s. w.; stirbt der Mann im Lanfe des Ä;-ten Jahres, so 
erhält die Witwe eine am Anfange des {k -f- l)-ten Jahres 
beginnende Bente im Betrage k 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs der Mann im Ä-ten Jahre 
stirbt, ist 

r^+fc — 1 Xa;-f fc— 1 J^x-\-k 

t 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs die Frau am Ende des 

Äj-ten Jahres noch lebt, ist — y'^; die Fran, die am Ende 

des Ä-ten Jahres (y + *) Jahre alt ist, erhält eine Bente im 
jährlichen Betrage h\ der auf die Zeit des Abschlusses der 
Versicherung diskontierte Wert dieser Bente beträgt mit 
Berücksichtignng der Sterbenswahrscheinlichkeit des Mannes 
und der Lebenswahrscheinlichkeit der Fran: 

Setzen wir nun für k der Beihe nach 1, 2, 3 u. s. w., 
so erhalten wir als Wert der steigenden Witwen-Pension: 



^ __ TxLy^i -^y+i I 2 ^a^+i-^y +8 Ry-\-% 



.2 



'x "«-'y ' -^x -^y 



+ 3%^^^ + ... 1) 



und da: 



Lx Ly ' 7* Lx Dy 



^ _ Tx Dy-^i j^ i o ^«+1 -^y+2 p , 

+ 3%?%^ü:y + 3 + ... 2) 



156 in. Versicherung verbnndener Leben, 

und, da: 

Jgy-j-fc= y.^"^* , mithin: 2?^^.* Ä^+k = -TPj^+k, auch: 

^ 1 

Zerlegen wir noch: 
in 

+. 

Setzen wir femer: 

Tx ^Dy^l + Tsc^i ^^y+2 + ^« + 2 ^-öy + s + • • • 

Tx^h^^y-\'k-\'l-]- raj+fcH-l^-^y+ÄH-2+ Tx^lc-{-2^^y+1C'^S-\-" 

= S{Tx^h^^y-\-lc-]-i) 

folglich: 

Tx ^Dy-{-l -}- 2 TtB + l 2Dy^2 -\- 3 !ra; + 2 ^-^y + S + • • • 

so erhalten wir endlich: 



§ 71. Ablebensversicherang auf den ersten Tod. 

Ein verbundenes Paar im Alter x^y will die Einmai- 
Prämie Px,y erlegen, damit am Ende des Sterbejahres der 
zuerst sterbenden Person der Betrag 1 ausbezahlt werde; 
es ist Px^y zu bestimmen. 

Ist LxLy die Anzahl der ursprünglich vorhandenen 
Paare, so sind nach 1, 2, 3, ... £ Jahren nur mehr 

Lx-\-i -^y+i? I^x-\-2 -^y+2, Lx-\-z ^yH-8> • • • Lx^kLy-\'k Verbundene 
Paare am Leben. 
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Es werden daher im 1., 2., 3., . . . A-ten Jahre : 

{L^Ly ia;-f 1 -^y+l)j (-^«+1 ■''iz+l -^«+2-^!/ +2)7 

(ia;+2-^y+2 -^«-f 3 -^iz+s)? • • • (-^x+k - 1 -i'y+fc- 1 L^^^Ly^T^ 

Paare durch den Tod aufgelöst und fttr jedes der auf- 
gelösten Paare ist am Ende des Jahres der Betrag 1 aus- 
zubezahlen; gehen nun sämtliche Z^jX^, Paare die Ablebens- 
versicherung ein, so erhalten wir: 

L,x-Ljy . -t^Xy y ^ "T" ^2 

I ^x4-2-^y4-2 -^oj+S -^t/H-3 i in 

H ^ \ — 1) 



und: 
p 


1 iLxLy 

LxLyV. 

Lx^2 


r 

Ly^2 




Lx^ 


•l-^y+l 


-L, 


4-2^yH-2 


1-^1/4-8 


+ ••• 


1 


2) 



oder: 
^''^'' — LJLyy r + r« "^ I*« "*~ / 

_ -^ ( Lx^\Ly^i . -£'a?+2-^y+2 i -^g+S-^y+S i \ q\ 

Aus: 

folgt jedoch : 



und: 



_1 ( I^x-^lLy^i [ Za;4.2Jry-f-2 ■ Z a;-f-3.Xy.^3 . \ 

xLy\ r "T" r^ "^ r» "^"7 

= ^x,y 1 



Lifr-^y 



folglich ist: 

■^aJ, y = "~f (-^aj, y 1) 
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oder : 

r— 1 

T 

Diese Formel ist der Formel fbr die Ablebensversicherimg 

r — 1 
einfacher Leben: Pa;= 1 -ß» ganz analog. 

T 

Die Formel hätte auch direkt abgeleitet werden können 
durch folgende Betrachtung: 

Erlegt ein yerbnndenes Paar den Betrag 1, so kann es 
zu Beginn eines jeden Jahres die Zinsen des Betrages 1 
erhalten und am Ende des Jahres, in welchem das Paar 
durch den Tod einer der verbundenen Personen aufgelöst 
wird, kann der Betrag 1, der vollständig unangetastet ist^ 
da nur die Zinsen desselben verwendet wurden, ausbezahlt 
werden. 

Die jährlichen Zinsen des Betrages sind z = r — 1 und 

r — 1 
auf den Anfang des Jahres diskontiert , folglich: 

T 

r 1 

und: 

r — 1 

-*^a;, y -»• ^ ^''a;, y* 



§ 72. Ablebensversicherung auf den zweiten Tod. 



II. 



Bezeichnet Px,y die Einmal-Prämie , welche gezahlt 
werden mufs, damit der Betrag 1 am Ende des Sterbejahres 
der länger lebenden Person des verbundenen Paares aus- 
bezahlt werde, so können wir uns vorstellen, dafs jede der 
beiden Personen eine Ablebensversicherung auf den Betrag 1 
abschliefst ; die Anstalt müf ste alsdann am Ende des Sterbe- 
jahres der zuerst Sterbenden und am Ende des Sterbejahres 
der zuletzt Sterbenden jedesmal den Betrag 1 ausbezahlen, 
sie hätte also den am Ende des Sterbejahres der zuerst 
Sterbenden ausbezahlten Betrag zuviel ausbezahlt; die Einmal- 
prämie der Ablebensversicherung auf den 1. Tod ist Px,yy 

die Einmal-Prämie Px^y für die Ablebensversicherung auf 



§ 73. Einseitige Überlebensyersichemng. 159 

den 2. Tod oder auf das längste von zwei verbundenen 
Leben ist daher: 

Da: 



und: 



9* 1 T 1 



r — 1 



folgt aus 1): 

''p..=(i-i^Ä,)+(i-i=iü,) 

— (l— ^^7— ^a:.y) 

oder: 

Px,y=l {Rx + ^y Rx, y) 2) 

T 

und da die Verbindungsrente bis zum 2. Tode: 

J^Xj y = -^x "T -^y -"'«, y 

folgt weiters aus 2): 

-'sc, y — -*- Z — -^aj, y. *^J 



§ 73. Einseitige Überlebensversichernng. 

Ein verbundenes Paar — der Mann a, die Frau y 
Jahre alt — erlegt eine Einmal-Prämie Pxjyj damit am 
Ende des Sterbejahres des Mannes an die Frau der Betrag 1 
ausbezahlt werde; eine solche Versicherung heifst eine ein- 
seitige Überlebensversicherung zu Gunsten der Frau; 
die Ytslu ist hier die Begünstigte. Würde die einseitige 
Überlebensversicherung zu Gunsten des Mannes abgeschlossen 
werden, so würden wir die Prämie derselben mit Fyjx be- 
zeichnen. 



160 ni. Versichenmg verbundener Leben. 

Gehen L^Ly Paare eine einseitige Überlebens- 
versicherung zu Gunsten der Frau ein, so sterben im 1., 
dk*j o*« • • • n! janre« 

(Lx ^^x-\-l)Ly^ (-^« + 1 Lx^2}Ly^ (J^x+2 -^» + 8)-'^yj 

. . . (Xx + fc— 1 Lx^l^Ly 

Männer; der Betrag 1 ist jedoch am Ende des Sterbejahres 
des Mannes nicht unbedingt, sondern nur dann auszubezahlen, 
v^enn die Frau des Mannes noch am Leben ist; nun sind 
aber als Witwen der im 1., 2., 3., . . . A-ten Jahre ver- 
storbenen Männer am Ende des 1., 2., 3., ... j;-ten Jahres 
noch: 

{Lx Zfa; ^ i) £y ^ 1 , {Lx + 1 Lx^i)Ly^2y 

{LxJ^2 Lx^^Ly^^^ ... {Lx^}t-\ Lx^1c)Ly^Jc 

Witwen am Leben; es ist daher die Gesamt-Prämie fttr 
sämtliche LxLy Paare: 

T T -P ^•'■^^ -^ae+O-iy+l , (-^'x+l Lx^i) Lyj^^ 

-LJx-^y-^xly 1 -2 



I {Lx^% — -^g^+a) ^y+3 i ^ ^ jn 



oder: 



/ J^ae+l-^y + 1 I •Xa;+2-Xy+2 t -^x+S-^y+S i \ o\ 



Aus: 

R 



» 1 ( T T I Ljx^iLy^2 



•^-»x-^y+l V 


r 


j Lx^2Ly^3 . \ 
-t- ^2 \ '"J 




folgt: 




LxLy^i Lx^iLy^2 Lx^2Ly^s 


LxLy^lMxfy-^-l 

r 
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und ans 



R 



J^x^-lLyjL.i , ia;J-2-^! 



^(z.i,+^±^+ 



+ 2-*-'y4.8 



;: r^ 12 ;:& r ^xJ-'yi.-r^x.y — ij, 

/• 7* r , 

mithin: 

J^x Ly Pxly = '- Lx J^y {Rxf y 1) 3) 

und: 

Pxly = -^^Äa:,y + i {Rx,y 1) 4) 

If 

oder, da 

Ly^l_Dy^l 



rLy Dy 



Pxly — 1 Px, y + — ^1 — -ß«, y+l» 5) 



§ 74. Jahres-Prämien und Prämien-Reserve. 

Wir finden die Jahres -Prämie irgend einer Ver- 
sicherungsart für verbundene Leben ebenso wie bei Ver- 
sicherungen einfacher Leben, indem wir die Einmal-Prämie 
der betreffenden Versicherung durch den Wert der für die 
Art und Dauer der vereinbarten Prämienzahlung geltenden 
Eente dividieren. 

Ist Vx^y die Einmal-Prämie, Vx,y die Jahres-Prämie der 

betreffenden Versicherungsart, Ä^j, y der Wert einer in gleicher 
Art und Dauer wie die Jahres-Prämie zahlbaren Beute im 
Jahresbetrage 1, so mufs der Wert der Einmal-Prämie dem 
Werte der Jahres-Prämien gleich sein, 

'^x^y = ^a:,y -^^x^y 

mithin : 



V —lJh>L V\ 

■^x,y 



Orofsmann, VerslohenugraiatheBatilc. 11 
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Bei derErlebensversicherung oder bei der aufgeschobene» 
Verbindungsrente wird die Jahres-Prämie längstens die Auf- 
schubszeit hindurch gezahlt werden, jedoch nur solange beide 
Personen des verbundenen Paares noch am Leben sind: ea 

ist daher Rg^^y in der Regel eine kurze, die Aufschubszeit 
hindurch zahlbare Yerbindungsrente; 



a 



und die Jahres-Prämie für die Erlebensversicherung: 



a 



n ^-^«i!/ ^-L^x-i-a, y-\-a 

■^x,y 

und für die aufgeschobene Verbindungsrente: 



*^ -^^Xf y ^ ^x -f- a, y 4- ' 



x^y 






3) 



Die Jahresprämie der gegenseitigen und der einseitigem 
Überlebensrente wird in der Regel gezahlt werden, solange 
beide Personen des verbundenen Paares noch am Leben 

sind, d. h. Rx,y ist eine Verbindungsrente bis zum 1. Tode;, 
denn wenn auch bei der einseitigen Überlebensrente 
(Witwen- oder Waisen-Pension) der Mann oder Vater al& 
Versorger die Prämien zahlt, so hat er nach dem Ableben 
der Frau oder des Kindes keinen Grund, die Prämien 
weiter zu zahlen ; dasselbe ist bei der steigenden Witwen^ 
Pension der Fall. 

Wir erhalten daher die Jahres-Prämien: 

für die gegenseitige Uberlebensrente: 

j^x,» Rx-\-Ry 2-Ba;,i/ Rx -{- ^y q A\ 

= — ^ 4> 

•^x, y ■'^x, y -^x, y 

für die einseitige Uberlebensrente: 

Rx\y Ry Rx, y Ry ^ t\ 



•*^x, y J^Xf y R 



X, y 
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für die steigende Witwenrente: 

Bei der Ablebensversichening auf den 1. Tod und bei 
der einseitigen Überlebensversicherung wird die Jahresprämie 
ebenfalls bis zum 1. Tode gezahlt werden, die Jahresprämien 
sind daher: 



T — 1 



■'x.y ^ 



7) 



■tixyy -^x^y -^Xjy ^ 

für die Ablebensversicherung auf den 1. Tod 
und: 

•^xjy J-^y 

•^Xj y J^x^ y 

fttr die einseitige Überlebensversicherung. 

Bei der Ablebensversicherung auf den 2. Tod 
kann die Jahresprämie entweder bis zum 1. oder bis zum 
2. Tode gezahlt werden; die Jahresprämie ist daher 
bei der Zahlung bis zum 1. Tode: 



8) 






1 - "E, 



■ttxf y -^Xf y -^Xf y ^ -"o;, y 

Rx,y r \ R^^y ) 

bei der Zahlung bis zum 2. Tode: 



9) 



r—\ 



II 



iip 1 — ^«,tf 



Iln Iln IIjD 

-"'X, y -'^Xf y ■'^Xf y 

1 r — l 



10) 



•^x ~T~ -^y -^Xj y ^ 

Bei der Bestimmung der Prämien-Reserve müssen wir 
ebenso vorgehen, wie bei der Versicherung einfacher Leben. 

11* 



134 m. Venicherang Terbandeiier Leben. 

So finden wir für die Prämien-Reserve der Ablebens- 
versicherang auf den 1. Tod nach n Jahren bei jährlicher 
Prämienzahlung nach der prospektiven Methode: 

r-1 / 1 »•- Uß 

ganz analog der Prämien-Reserve der Ablebensversichernng 
einfacher Leben. 

Die Prämien-Reserve einer Witwen-Pension bei jähr- 
licher Prämienzahlung ist nach der prospektiven Methode, 
so lange der Mann noch am Leben ist: 

= ^y+n — (1 + ^xly) -ßx-^n^y+n- 12) 

Ist der Mann nicht mehr am Leben, so findet keine 
Prämienzahlung mehr statt, es ist daher: 

re8n{r:,ly) = Ey^^. 13) 



§ 75. Verbindmigsrenten für mehr als zwei 

verbundene Leben. 

Versicherungen für mehr als 2 verbundene Leben 
kommen in der Praxis selten vor. 

Die Verbindungsrente bis zum 1. Tode für 3 ver- 
bundene Leben kann ähnlich abgeleitet werden, wie fttr 
2 verbundene Leben. 

Es ist 
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nnd nach x diskontiert: 

T% XyZj,i?a;-f-Xy-|,iXj,-j-ii?a..^l-|-Xy.|,2Zfjr-f2-Pa;-t-2-j-"^ 






2) 



Ly Lg Dx 

Wir hätten ebenso nach y oder nach z diskontieren 
können und erhalten sodann: 

•n ^I^y I^x -Pg ^Lx Lz Dy ^LxLyDz q\ 

Juy Jug JJx x>a; -Lg JJy Lx J^y JJg 

oder allgemein: 

welche Form anzeigt, dafs die Diskontierung beliebig nach 
a, y oder z vorgenommen werden kann, jedoch mufs die 
Diskontierung im Zähler und im Nenner auf dieselbe Art 
erfolgen. 

Die Verbindungsrente bis zum 2. Tode für 3 Personen 
ergiebt sich nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
wie folgt; es sei: 

wo die Koeffizienten «j, «g? ^s? ßv i^2> Ä ^^^ V "^^^ 
unbestimmt sind. 

Die Rente wird im jährlichen Betrage 1 gezahlt, so 
lange entweder alle 3, oder noch 2 Personen am Leben sind. 

Leben alle 3 Personen, ist der jährlich auszubezahlende 
Betrag aus 5): 

«i + «2 + «« + A + Ä + i^«+y = i. 

Leben blofs x und y, so ist: 
Leben blofs y und ^, so ist: 
Leben blofs x und z^ so ist: 

«1 + «8 + Ä = 1- 
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Lebt nur melir x, wird £e Renle iddit mAr ^cbUI 

«, = 0. 
Lebt nur v, ist eben«^>: 

«, = 0. 
Lebt nur z. ebenso: 

a,=CK 

Doreh AnflQsnn^ dieser 7 Gleteliiingai finden wir: 
«i=0| A = i 



fiolglieh ans 5): 



a,=0[;?,=l[7 = 

ii^ = ol A = i' 






finden wir für die Veibindnngsrnite bis zum 
3. Tode, wdehe gezaUt wird^ solange einer der Varächerten 
am Leben ist: 

Äz, ^ , = a^ Bx 4- fl^ i^ + <^ Ä + /^i Ä^ r + Ä ^x, « 
wenn alle 3 Personen am Leben sind: 

«1 +«. + «« +A + Ä+Ä + y = i 

wenn nur x und y am Leben sind: ^-\-'*t-\- ßi=^^ 

wenn nur x am Leben ist: a^ = l 

r ff 2/ n n n ^ ^^ * 

ft n ^ yt rt rt örj = l 

und nach Anflösung dieser 7 Gleiehnngen: 



«i = l| A = -li 
«• = 1' Ä = — l' 



daher ans 7): 

Äa,, y, # = i2;B -|- jRy -|- Äj, Rx, y -Sx. jf -Sy, j, -|- i2x, y, » 8) 
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§ 76. Rflckführnng der Verbindungsrente für 
iKwei Personen auf eine Leibrente für eine Person. 

Die Anzahl der von L^ gleichzeitig geborenen noch am 
Leben befindlichen Personen nimmt mit steigendem Alter 
^b; die Anzahl der Lebenden ist daher vom Alter abhängig; 
das Gesetz dieser Abhängigkeit ist jedoch bisher nicht 
bekannt. Es wurden jedoch von verschiedenen Mathematikern 
Formeln aufgestellt, welche die Anzahl der Lebenden als 
eine Funktion des Alters darstellen. Eine solche von Gompertz 
aufgestellte Formel lautet: 

Lx = ab . 1) 

Die Anzahl der Lebenden des Alters x ist durch die 
Xonstanten a, 6, c, und das Alter x ausgedrückt. 

Die Rentenformel fttr einfache Leben.: 

wo CO das höchste Alter der Sterblichkeitstafel bezeichnet^ 
wird sich bei Anwendung der Gompertz'schen Formel 
folgendermafsen darstellen: 

a . o 

XeasfU-— äff ^ 3., i. 

= 2; 1 /(«^-^ 3) 

während wir für die Verbindungsrente bis zum 1. Tode für 
2 Personen: 

p 1 _i_ •'■ -^«+1 -^y+i I 1 -^x-fg Ah-2 _i_ 

fca=0 ''^ -^a; ^y 
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bei Anwendung der Gompertz'sehen Formel »halten: 

■^«, y — -^ :zr 



Setzen wir nun: 

«* + c» = c«, 6) 

80 geht die Formel 5) Über in: 

Ä.v= 2" i^'^^^-'l 7). 

es ist daher, da nach 3) : 

-ßo:, y = ^jf- 8) 

Der Wert von z ergiebt sich aus 6): 

logc 

Es ist daher bei Anwendung der Gompertz'schen Formel 
die Verbindnngsrente fttr ein yerbandenes Paar anf die 
Rente fttr eine Person zurückgeführt, wodurch die Be- 
rechnung von Yerbindungsrenten vollständig erspart wird.. 

. Wenn man fttr z aus 9) keinen ganzzahligen Wert, 
sondern • etwa den Wert: m -j- — erhält, so ist näherungs-^ 
weise : 

■B« = ^^j^E = ^m (^m — -ßm + 1) = ( ^ ) -^^ 



9) 
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§ 77. Rttckfahrnng einer Verbindmigsreiite 
für zwei Personen verschiedenen Alters auf eine 
Verbindnngsrente für zwei Personen gleichen Alters. 

Die Gompertz*8che Formel wurde von Makeham ver- 
bessert , wodurch sich dieselbe an viele Sterblichkeitstafeln 
besser anschliefst, als die Gompertz'sche. 

Die verbesserte Gompertz-Makeham'sche Formel 
lautet: 

Lx = a,h .c^, 1) 

welche Formel 4 Eonstanten a, b^ c nnd d enthält. 
Nach dieser Formel ist nun: 

" a.b .<r 

und ebenso: 



fe^ = 6*/(<^-l). 



Wir erhalten daher fttr die Verbindungsrente bis zum 
1. Tode: 

fc = ft) — «IT T 

^a;, y ^ ^ 






3) 

ft=0 ^ 



und fttr die Verbindungsrente zweier gleichalteriger Personen 
vom Alter z aus 3), wenn sowohl x^ als auch y=^z gesetzt 
wird: 

Formel 3) geht in Formel 4) ttber, wenn: 

/ + / = 2d\ 5) 
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woraus: 

^ log (/ + /)- log 2 

wodurch die Verbindungsrente für zwei Personen ver- 
schiedenen Alters auf eine Verbindungsrente für zwei 
Personen gleichen Alters zurückgeftthrt wird, so dafs man 
statt der Verbindungsrenten für alle mögliehen Alters- 
unterschiede nur die Verbindungsrente für den Alters- 
unterschied zu berechnen hat. 



Vierter Abschnitt. 

Invandenrersichernng. 



Zehntes Kapitel. 

§ 78. Aktivitäts-, Invaliditäts- und Aktiven- 
sterbenswahrscheinlichkeit. 

Der Organismus des Menschen ist nicht nur Ejrank- 
heiten und andern schädlichen Einfltissen und Zufällen, die 
den Tod desselben zur Folge haben, ausgesetzt, sondern er 
ist auch einer natürlichen Abnützung unterworfen, welche 
in Verbindung mit verschiedenen anderen äufseren Einflüssen 
mit der Zeit die Erwerbsunfähigkeit oder Invalidität 
desselben herbeiführt. 

Die Invalidenversicherung beschäftigt sich mit den ver- 
schiedenen Yersicherungsarten zur Sicherung von einmaligen 
oder jährlichen Zahlungen an den Versicherten, dessen Witwe 
oder Waisen für den Fall des Eintrittes der Invalidität des 
Versicherten. 

Die Erwerbsfähigen nennen wir im Unterschiede zu den 
Invaliden Aktive. 

Ist Ao, die Anzahl der Aktiven im Alter ä, ^«-i-i die 
Anzahl der Aktiven im Alter {x -\- 1), jx die Anzahl der im 
Laufe eines Jahres von A^j, Aktiven invalid Gewordenen — 
ohne Rücksicht darauf, ob sie im Alter (x -|- 1) noch leben 

oder nicht — T^ die Anzahl der von A^ Aktiven im Laufe 
des Jahres in aktivem Zustande Gestorbenen, so ist 
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und nach Division dnrch A^\ 



Aa 



1 = ^+^+^- 2) 

^x -^x -^« 

V"^ nennen wir die Aktivitätswahrscheinlich- 

keit, d. i. die Wahrscheinlichkeit für einen Aktiven vom 

Alter x^ nach einem Jahre als Aktiver noch zn leben, -^ die 

Invaliditätswahrscheinlichkeit, d. i. die Wahrschein- 
lichkeit für einen Aktiven vom Alter x^ innerhalb eines 

T 
Jahres invalid zu werden, endlich -^ die Aktiven- 

Ax 

Sterbenswahrscheinlichkeit, oder die Wahrscheinlich- 
keit für einen Aktiven vom Alter x, innerhalb eines Jahres 
als Aktiver zu sterben. 



§ 79. Dekremententafel der Aktiven. 

Ist n dasjenige höchste Alter der Aktiven, in welchem 
noch keine Invaliden vorkommen, und werden die von den 
An Aktiven des Alters n im Alter (n -f- 1), (n + 2), (n -|- 3) . . . 
bis zum höchsten vorkommenden Alter w noch vorhandenen 
Aktiven in eine Tafel eingetragen, so nennen wir eine solche 
Tafel Dekremententafel der Aktiven. 



aa 



Ist 4 = -^ die Invaliditätswahrscheinlichkeit, und t^ 
= ~— die Aktiven-Sterbenswahrscheinlichkeit, so werden von 

An 

An Aktiven innerhalb eines Jahres in An invalid werden und 

tn An als Aktive sterben; wir finden daher die Anzahl der 
Aktiven des Alters (n -|- 1): 

A^^l = A^ — in An tn An = A^fj, Z„ tn ) 1) 

Die Summe a^ der Invaliditätswahrscheinlichkeit und der 
Aktiven-Sterbenswahrscheinüchkeit nennen wir die Aus- 
scheidewahrscheinlichkeit: 

a» = i» + <» . 2) 



§ 79. Dekremententafel der Aktiven. 



173 



Es ist daher ans 1): 

An+i = A^{l — an). 3) 

Ist die Ansscheidewahrscheinlichkeit für jedes Alter 
bekannt, so können wir mit Hilfe dieser Wahrscheinlichkeit 
eine Dekremententafel der Aktiven konstruieren. 

Es ist: 
An^i = An{l—an) 

^n+2 = ^+l(l — an-fl) = ^n(l — ön)(l— «n-fl) 

^n+3 = ^+2(l — Ön+2) = A(1— an)(l — ön + l)(l— an-f-2) 

Allgemein: 

A^^k = An{l — a«) (1 - «n+i) (1 - an4-2) ... (1 - a^-f-jk- 1) 4) 
nnd: 

log ^„+k = log An + log (1 — a„) + log (1 — On^i) 

-}- log (1 — a„+2) + . . . + log (1 — a^+k-i) 5) 

ra=k— 1 

oder: log ^n+k = log A« + S log(l— a^+r). 6) 



r=0 



Als statistische Grundlagen für die Invalidenversicherung 
dienen insbesondere die Arbeiten von Behm über die Statistik 
der Mortalitäts-, Invaliditäts- und Morbilitätsverhältnisse bei 
dem Beamtenpersonal der deutschen Eisenbahnverwaltungen, 
fortgesetzt von Zimmermann, dann die statistischen Arbeiten 
von Eaan, Eüttner u. a. 

Die folgende Tabelle enthält die, Ausscheidewahrschein- 
lichkeiten für die nicht zum Zugpersonal gehörenden aktiven 
Eisenbahnbeamten nach Zimmermann. 



X 


Ox 


X 


Ox 


X 


Ox 


X 


Ox 


X 


Ox 


20 


0-00 928 


35 


0-00 986 


50 


0-02 899 


65 


013 267 


80 


0-32 300 


21 


892 


36 


0-01 049 


51 


3 209 


66 


14559 


81 


33112 


22 


861 


37 


1112 


52 


3 528 


67 


15 888 


82 


33 890 


23 


832 


38 


1177 


53 


3 859 


68 


17 267 


83 


34 637 


24 


809 


39 


1239 


54 


4 215 


69 


18 706 


84 


35 607 


25 


793 


40 


1318 


55 


4 603 


70 


20219 


85 


36 918 


26 


779 


41 


1403 


56 


5 064 


71 


21818 


86 


38 787 


27 


771 


42 


1498 


57 


5 589 


72 


23 517 


87 


41 667 


28 


770 


43 


1609 


58 


6 260 


73 


24901 


88 


46 685 


29 


770 


44 


1730 


59 


7 034 


74 


26 243 


89 


57 622 


30 


779 


45 


1855 


60 


7 947 


75 


27 447 


90 


1-00 000 


31 


799 


46 


1998 


61 


8 868 


76 


28 551 






32 


834 


47 


2175 


62 


9 961 


77 


29 574 






33 


873 


48 


2 380 


63 


011 051 


78 


30 534 






34 


9^ 


49 


2 619 


64 


12171 


79 


31439 
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Das höchste Alter der Aktiven, in v^elchem noch keine 
Invaliden vorkommen, ist laut vorhergehender Tabelle w=20f 
die Anzahl der Aktiven des Alters 20 kann beliebig grofs 
angenommen v^erden; nachstehendes Schema zeigt die 
Konstruktion einer Dekremententafel der Aktiven, wobei 



'90 



100.000 angenommen vmrde. 



X 


dx-l 


i—ax-i 


logd-Ox-l) 


2:\og{{-ax-i) 


log Äx 
log ^80 + 

2'log(l— Ox-i) 


Äx 


20 
21 
22 
23 
24 
25 

• 


0-00928 
892 
861 
832 
809 

• 


0-99072 
0-99108 
0-99 139 
0-99168 
0-99191 

• 


0-995951-1 
0-996109-1 
0-996245-1 
0-996372-1 
0-996472-1 

• 


0*995951-1 
0-992060-1 
0-988305-1 
0-984677-1 
0-981 149-1 

• 


5-000000 
4-995951 
4-992060 
4-988305 
4-984677 
4-981 149 

• 


100 000 
99 072 
98188 
97 34a 
96 533 
95 752 

• 



§ 80. Aktiven-Rente« 

Soll ein Aktiver, so lange er aktiv bleibt, zu Beginn 
eines jeden Jahres den Betrag 1 erhalten, so heifst eine 
solche Rente eine vorschttssige Aktiven-Rente, der gegen- 

v^ärtige Wert derselben sei E^. 

Ahnlich wie für die Leibrente findet man: 



i?x = l + 






+ ... 1) 



und, v^enn wir Zähler und Nenner eines jeden Gliedes 
durch r^ dividieren und — ^i^ = Z>^a;+k setzen. 



Rx = l + 



DA^^i DA^^ DA^^ 

"i — m I — fn r • • • ^) 



oder: 



DA, 



H 



x 



DA^ ' DA^ 
DA, 



3) 



Yfo DAg,^ DAoi^i^ DAx jf.2 ... die diskontierten Zahlen der 
Aktiven und: 

SDAx = DA, + /?^a: + i + DAx^% + ..• 4) 



§ 81. Invalidenrente. 175 

die Summe der diskontierten Zahlen der Aktiven be- 
zeichnet. 

Ahnlich wie für aufgeschobene und kurze Leibrenten 
findet man auch 

für aufgeschobene Aktivitäts-Renten: 

^^ ~" DA, ^^ 

und für kurze Aktivitäts-Renten: 



^a_ i:l)A, — i:DA,^j, 

^^ - DA, 



6) 



§ 81. Invaliden-Rente. 

Ist eine Dekrementen-Tafel der Invaliden J^, «/«h-i, 
Jx + 2y Jx-^s ... gegeben, d. h. ist die Anzahl der von J, 
Invaliden im Alter a: nach 1, 2, 3 . . . Jahren noch am 
Leben befindlichen Invaliden bekannt, so läfst sich daraus 

• 

der Wert Itx der vorschtissigen Invaliden-Rente, d. i. 
einer Rente im jährlichen Betrage 1, virelche an einen 
Invaliden zu Beginn eines jeden Jahres vom Alter x bis zu 
seinem Tode gezahlt wird, bestimmen. 

Man findet ähnlich wie bei der gewöhnlichen Leibrente: 

wo DJxj DJx^i, DJxJ^z ... die diskontierten Zahlen der 
Invaliden bezeichnet. 

Ist tx die Invaliden-Sterbenswahrscheinlichkeit 

für einen ^jährigen, d. h. ist t, die Wahrscheinlichkeit für 
einen a;-jährigen Invaliden, innerhalb eines Jahres zu sterben, 

so ist (1 — t^ die Wahrscheinlichkeit für einen a?-jährigen 
Invaliden, nach einem Jahre noch am Leben zu sein. 

Es ist daher: 

Jx-\-i=Jx{\ ^a;). 2) 

Ist n das niedrigste Alter, in welchem bereits Invalide 
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vorhanden sind, die willkürlich angenommene Anzahl der- 
selben J», so ist: 

= Jnil — tn){l — i + l) 

allgemein: 

• • • ß 

Jn-{>k = Jn{l tn) (1 <n-}-l) (1 — ^n-f-s) • • • (1 ^n + k - l) 3) 

nnd: 

log Jn + k = log Jn + l0g(l — *«) + *Og(l — <n + l) 

+ log(l — 4+2) + ... + log(l — «1+k-i), 4) 

mittels welcher Formel die Absterbeordnung der Invaliden 
auf dieselbe Weise konstruiert werden kann, wie die 
Dekrementen-Tafel der Aktiven. 

Die Invaliden-Sterbenswahrscheinlichkeiten nach Zimmer- 
mann sind in folgender Tabelle enthalten: 



X 


^. 


X 


i 


X 


• 


X 


i 


X 


i 


X 


i 


20 


01 020 


33 


00640 


46 


0-0525 


59 


0-0501 


72 


0-0865 


85 


0-2360 


21 


0-0981 


34 


639 


47 


520 


60 


512 


73 


922 


86 


2575 


22 


943 


35 


639 


48 


516 


61 


529 


74 


992 


87 


2820 


23 


905 


36 


639 


49 


512 


62 


550 


75 


0-1 068 


88 


3104 


24 


868 


37 


639 


50 


510 


63 


573 


76 


1161 


89 


3436 


25 


831 


38 


639 


51 


503 


64 


602 


77 


1261 


90 


8832 


26 


795 


39 


633 


52 


496 


65 


629 


78 


1383 


91 


4318 


27 


757 


40 


622 


53 


486 


66 


653 


79 


1491 


92 


4918 


28 


720 


41 


599 


54 


485 


67 


685 


80 


1626 


93 


5720 


29 


685 


42 


583 


55 


485 


68 


715 


81 


1736 


94 


6900 


30 


656 


43 


558 


56 


487 


69 


744 


82 


1864 


95 


10000 


31 


640 


44 


546 


57 


489 


70 


780 


83 


2003 






32 


640 


45 


530 


58 


495 


71 


820 


84 


2171 







§ 82. Pensionsversicherung. 
(Eaan'sche Methode.) 

Ein Ä-jähriger Aktiver schliefst eine Pensions- 
versicherung auf eine nach Eintritt seiner Invalidität zu 
Beginn eines jeden Jahres bis zu seinem Tode an ihn zu 
zahlende Rente im jährlichen Betrage 1 ab; es ist die 
Einmal-Prämie Px dieser Pensionsversicherung zu bestimmen. 

Nehmen wir an, sämtliche A^ Aktive des Alters a der 
Dekremententafel der Aktiven schliefsen eine solche Pensions- 
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versichemng ab; der gegenwärtige Wert der Zahlnngen 
sämtlicher Versicherten an die Anstalt beträgt daher A^ P^ 

Innerhalb eines Jahres werden von A^^ Aktiven im 
Alter x\ Aaiix = jx^ von A^^^ Aktiven im Alter (a?-f-l): 
Ax^i 4_|.i =yx+i u. s. w., allgemein von A^j^ic Aktiven im 
Alter (x^k)i ^a;+fc4H-fc=irr4-fc Pcrsoncn invalid. 

Doch treten nicht alle jxi beziehungsweise i^+i, ia;-i-2... 
jx^u Personen in den Genufs der Rente, da ein Teil derselben 
noch im Laufe desselben Jahres, vor dem Beginne des 
Rentenbezuges, stirbt. 

Da der Zeitpunkt des Eintrittes der Invalidität für die 
jx) jx-{-\^ jx-^2 * " innerhalb eines Jahres invalid gewordenen 
Personen sich gleichmäfsig auf das ganze JaJhr verteilt, 
können wir annähernd annehmen, dafs dieselben in der 
Mitte des Jahres invalid geworden sind, sie sind daher bis 
zum Beginne des Rentenbezuges noch ein halbes Jahr mit 
der Sterbenswahrscheinlichkeit eines Invaliden dem Absterben 
ausgesetzt; wir können hiebei annehmen, dafs die Wahr- 
scheinlichkeit, innerhalb eines halben Jahres zu sterben, 
halb so grofs ist, als die Wahrscheinlichkeit innerhalb eines 
ganzen Jahres zu sterben. 

Bezeichnet Xa;+i, ^«-1-2, Lx^^ ... die aus Axj -4»+!, 
Ax^2 • • . Aktiven innerhalb eines Jahres hervorgegangenen 
und am Ende des Jahres noch lebenden Invaliden, so ist: 

ix+i — io: vi — yj = ^* ix (} — y/> 

Lx^Z'=3x\-Z\l ^2^/ = ^aj+2 4+2 ^1 ^2) ^* ^* ^' 

An jeden der im 1. Jahre invalid Gewordenen und am 
Ende des 1. Jahres noch lebenden Invaliden ist vom Beginne 
des 2. Jahres angefangen jährlich der Betrag 1 oder ein 

für allemal der Wert Rx^i einer Invalidenrente für einen 
(^ 4" l)"j^''*rigen auszuzahlen; der gegenwärtige Wert dieser 



.a% 



Zahlung beträgt : 



Lx^iRx-\-i 



r 

Grorsmifcnn, Versiehernngsmathematik. 12 
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Ebenso ist der gegenwärtige Wert aller künftigen 
Zahlungen für die im Laufe des 2. Jahres invalid gewordenen 

und am Ende des Jahres noch lebenden Personen: 



1jx-{-2 ^x-{-2 



.2 



u. s. w. 

Es ist daher: 



Ax JTx — - I ^ I ^ ^- . . . 

und: 

P -^g+l p* I -^a; + 2 p* ^^-^«+3 p* | 

und nach erfolgter Diskontierung: 

I^J^x-\-\ üx-^-X -f- DLx^jRx-^-^ -I- DLx^s Rx-^3-\-'" 



1) 



2) 



P.= 



JDA 



3) 



X 



oder: 



wo allgemein: 



" ~ DA, 



4) 



.a% 









Die Berechnung von P«; wird nach folgendem Schema 
erfolgen: 



X 


-äx 


ix 


:-l 






1 


2 


3 


4 


6 


6 















^x+1 


^^x+l-^x + l 


^Di:v^Bt+, 


DAx 


Z>ilx 


7 


8 


9 


10 


11 













§ 88. PensioBsversicherung (Earup'sche Metb.). 
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Die Invalidenrenten in der 7. Kolonne müssen auf die 
im § 81 gezeigte Art vorher berechnet und die gefundenen 
Werte sodann hier eingesetzt werden. 

Die folgende Tabelle enthält die in die 3. Kolonne 
einzusetzenden Invaliditätswahrscheinlichkeiten für nicht zum 
Zugpersonal gehörende Eisenbahnbeamte nach Zimmermann. 



X 


ix 


X 


ix 


X 


ix 


X 


ix 


X 


ix 


X 


ix 


20 


0-00021 


32 


000131 


44 


0-00626 


56 


0-03059 


68 


0-13166 


80 


0-23134 


21 


26 


33 


156 


45 


698 


57 


3507 


69 


14479 


81 


23537 


22 


33 


34 


187 


46 


771 


58 


4069 


70 


15781 


82 


23922 


23 


40 


35 


220 


47 


887 


59 


4695 


71 


17085 


83 


24409 


24 


47 


36 


248 


48 


001026 


60 


5427 


72 


18374 


84 


25046 


25 


54 


37 


'282 


49 


1178 


61 


6185 


73 


19246 


85 


25914 


26 


62 


38 


310 


50 


1375 


62 


7039 


74 


19975 


86 


27164 


27 


71 


39 


341 


51 


1609 


63 


7914 


75 


20617 


87 


29125 


28 


80 


40 


382 


52 


1838 


64 


8814 


76 


21197 


88 


32641 


29 


85 


41 


437 


53 


2075 


65 


9752 


77 


21730 


89 


40773 


30 


96 


42 


488 


54 


2373 


66 


0-10851 


78 


22226 


90 


0-80000 


31 


0-00113 


43 


554 


55 


2687 


67 


12009 


79 


22692 







§ 83. Pensionsversichernng. 
(Karup'sche Methode.) 

Bezeichnen wir die Anzahl der aus den Aa: Aktiven 
des Alters x hervorgegangenen, im Alter (a; -\- 1), (x -\- 2), 
(^ -|- 3) . . . (« -f- Ar) am Leben befindlichen Invaliden mit 
^rr-fi, Ug,^2j ^»4-3,... tJx+icj 80 ist die Wahrschein- 
lichkeit für einen ^-jährigen Aktiven, im Alter (^ + *) ^^^ 

Invalider zu leben: -4^; der auf den Abschlufs der Ver- 

Sicherung, d. i. auf das Alter a diskontierte Wert des an 
einen Invaliden vom Alter {a: -\- k) auszuzahlenden Betrages 1 
ist demnach mit Berücksichtigung dieser Wahrscheinlichkeit: 






A. ' 



f-x 



setzen wir nun für k der Reihe nach die Werte 1, 2, 3 . . . 
bis zum höchsten Alter, so erhalten wir die Einmal-Prämie 
Px der Pensionsversicherung für einen ^-jährigen Aktiven. 

12» 
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Eb ist demnach: 

Ist n das höchste Alter, in welchem sämtliche Lebenden 
der Absterbeordnnng noch aktiv sind, und bezeichnen wir 
die Anzahl sämtlicher ans den A^ Aktiven des Alters n im 
Lanfe der Zeit hervorgegangenen, im Alter: 

noch am Leben befindlichen Invaliden mit 
80 ist offenbar: 

iaj+l^ Z/g^l, ia.4-2!> ^aj-f2>-«- Lx-\-1e^ ^x+kj 
i i i 

da in L^^i , L^^i . . . L^^h nicht nur die aus den A^ Aktiven 
des Alters x hervorgegangenen Invaliden, sondern auch die 

aus den im Alter a bereits vorhanden gewesenen Lg In- 
validen noch am Leben Befindlichen enthalten sind. 

Aus der Absterbeordnung Jx, Jx-^i, Jx-^2 • -- der In- 
validen erhalten wir als Wahrscheinlichkeit für einen ^jährigen 
Invaliden, im Alter {x -\- 1), (x + 2), {x-\-S) . , . (x-{- k) 
noch am Leben zu sein: 

*^x-^l *fx-\-2 *^x-\-S ^x-\-k 

t/x *^x *^x ^x 

Die Anzahl der aus den im Alter x bereits vorhandenen 

■ 

Lx Invaliden im Alter {x -f- 1), {x -f- 2), (a? -|- 3)> • • • (^ + *) 
noch am Leben Befindlichen ist daher: 

i «/g-f 1 i Jx-{-2 i Jx-\-9 i Jx-\-1e 

Lx j 1 Lx j j Lx j 1 ' • ' Lx T • 

t/as ^x ^x «/jc 

Da wir die Anzahl der aus den Ax Aktiven im Laufe 
der Zeit hervorgegangenen, in einem beliebigen höheren 
Alter {x -|- H) noch am Leben befindlichen Invaliden erhalten, 

• 

wenn wir von der Anzahl -£«+» der im Alter (^-f-i) Über- 
haupt vorhandenen Invaliden die Anzahl derjenigen Invaliden 



§ 83. Pensionsyersicherong: (Earup'sche Meth.). Igl 

in Abzug bringen, die von den im Alter x bereits vorhanden 

gewesenen L^ Invaliden im Alter {x -{- k) noch am Leben 
sind, folgt: 

^«+1 = -^«-1-1 — L 



* 7"» ^a + l 

x-\-l -^«-1-1 -^x 1 

*Jx 

TT . T* r* Jx-^2 

^x-\-2 ■^«•4-2 ■^-'aj f 

TT r* r* *^a?+8 

^»4-3 -^ic-t-S -^« f 



ic 



l^'aj+k -^«4-k -^a; 



Nach Substituierung der für t4+i, t^x+a? t^j-t-s-«« 
gefundenen Werte in der Formel 1) erhalten wir: 

+ -^ ^^-^aj+S -^a: j J + • • • J 

oder: 

• • • 

-4«. \ r Ja: r^ Jx r^ Jx / " 

WW n.. .. .. .... sei. .» «.ic... ., # 

addiert und zugleich subtrahiert, so geht dieselbe über in: 



-*-'g 

X 



('+l^+^^+^^+-> »' 



Nach erfolgter Diskontiernng ist weiters: 
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aach: 



Px = 



SBL 



■^X 



DA 



X 



DL, p' 



SDL 



'X 



DLxRx 



X 



X 



DA, 



5) 



Die Werte in+u ^n+2, in + 3. • .werden auf folgende 
Weise berechnet: 

Im Alter n sind noch alle Lebenden aktiv, mithin 
4 = 0. 

■ 

X„_j_i ist die Anzahl der aus A^ Aktiven hervor- 
gegangenen, nach einem Jahre noch lebenden Invaliden; 
die Anzahl der von An Aktiven innerhalb eines Jahres 
invalide Werdenden ist jn = Anin'j wird angenommen, dafs 
dieselben in der Mitte des Jahres invalid geworden sind, so 
leben von denselben im Alter (n -|- 1) noch : 

4+i=i«(i-y)==A.i«(i-|^), 6) 



Auf Grund der im § 79 bereits berechneten Dekrementen-Tafel 

Alter a; noch am Leben befindlichen Invaliden 



















log^-i 


X 


Ax-i 


ix'i 


.-'-■■ 

2 


i-Ci 


log^-i 


logix'i 




+ logic-i 

+44) 


l 


2 


3 


4 


6 


6 


7 


8 


9 


21 


100000 


0-00021 


0-94900 




5-000000 


0-322219-4 


0-977 266-1 


1-299485 


22 


99072 


26 


95095 


0-9019 


4-995951 


414973 


978158 


389082 


23 


98188 


33 


95285 


9057 


992058 


518514 


979025 


489597 


24 


97343 


40 


95475 


9095 


988305 


602060 


979890 


570255 


25 


96533 


47 


95660 


9132 


984676 


672098 


980730 


637504 


26 


95752 


54 


95845 


9169 


981 148 


732394 


981 569 


695111 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 
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wo «n die Wahrscheinlichkeit für einen Invaliden vom 
Alter n innerhalb eines Jahres zn sterben bezeichnet. 

Die Anzahl der Invaliden vom Alter (w -\- 2) besteht 

ans den von den in+i Invaliden des Alters (n -|- 1) nach 

t i 

einem Jahre noch am Leben Befindlichen, d. i. Ln+i (1 — ^n+i) 
and den aus -4„_|_i Aktiven hervorgegangenen, nach einem 
Jahre noch am Leben befindlichen Invaliden 

A^-l^«-f.l (l ^). 

Es ist mithin: 

inH-2 = -^n + 1 (1 — 4 + l) + ^n + 1 «n + 1 ( 1 V^/ '^^ 

ebenso: 

in4-3 = -^n+2 (1 ^n + 2) + -4„ 4. 2 4 -f- 2 ( 1 ^V^/ 



allgemein: in+k= i^n+k- 1 (1 — 4+k- 1) 



8) 



der Aktiven wird mithin die Anzahl L^ sämtlicher in einem beliebigen 
nach folgendem Schema berechnet: 



108^1-1 


log 


log 4-1 
+ log 


A...i...(lJ^) 


4-i(i-*L0 


Ax- 

+ 


4- 

.iix.i(l 2 

4-1 (i~t 


^ 
j 


X 


10 


11 


12 


13 


14 


1» 


16 


00 


• 


00 


19-929 







19-929 




21 


1-299485 


0-955158-1 


1-254643 


24-495 


17-974 




42-469 




22 


628072 


956984 


585056 


30874 


38-464 




69-338 




23 


840971 


958803 


799774 


37175 


63063 




100-238 




24 


2-001 032 


960566 


961598 


43401 


91-537 




134-938 




25 


130135 


962322 


2-092457 


49-558 


123-725 




173-283 




26 


• 


• 


• 


• 


• 




• 




• 
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Die Kolonne 13 giebt die Anzahl der im betreffenden 
Jahre entstandenen, am Ende des Jahres noch lebenden In- 
validen an; so gehen aus 100000 Aktiven im Alter 20: 
19*929 Invalide hervor, die im Alter 21 noch leben; aus 
den 99072 Aktiven des Alters 21 gehen 24-495 Invalide 
hervor, die im Alter 22 noch leben, ebenso aus den 98188 
Aktiven des Alters 22: 30-874 Invalide, die im Alter 23 
noch leben u. s. w. Die Kolonne 14 giebt die Anzahl der 
Invaliden an, die von den am Ende des vorigen Jahres vor- 
handen gewesenen Invaliden noch leben; von den im Alter 21 
vorhanden gewesenen 19*929 Invaliden leben im Alter 22 
noch 17-974, mithin im Alter 22 zusammen 24-495 + 17-974 
==42-469 (Kolonne 15). — Von diesen 42-469 Invaliden 
leben im Alter 23 noch 38-464 (Kolonne 14); hiezu die in 
diesem Jahre invalid Gewordenen, noch am Leben befind- 
lichen 30*874 (Kolonne 13), zusammen: 30*874 + 38-464 
= 69-338. — Die Kolonne 15 wird also durch Summierung 
der Kolonnen 13 und 14 gebildet. 

Die Einmal-Prämie Pa- der Pensionsversicherung wird 
nun auf Grund der Karup 'sehen Methode nach folgendem 
Schema berechnet werden: 



X 


4 


• 

4 


sdlI 

X 


< 

X 


Ki^l 


X XX 


DA^ 






r^ 


DA» 


1 


2 


s 


4 


5 


6 


1 


8 


9 





















§ 84. Vergleichung der für die Pensions- 

versicherung nach der Eaan^schen und nach der 

Earup^schen Methode gefundenen Werte. 

Die Einmal-Prämie Px der Pensionsversicherung kann 
auch auf folgendem Wege abgeleitet werden: 

Aus Ax Aktiven im Alter x gehen Xx-f-i am Ende des 
1. Versicherungsjahres, also im Alter {x-\-\) noch am Leben 
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befindliche Invalide hervor; an jeden dieser i^+i Invaliden 
ißt am Ende des 1. Versichernngsjahres der Betrag 1 aus- 
zubezahlen ; der auf die Zeit des Abschlusses der Versicherung 

1 ai 

diskontierte Wert dieser Zahlungen beträgt — iaj+i* 

Da sich aus der Absterbeordnung der Invaliden als 
Wahrscheinlichkeit für einen Invaliden vom Alter {x -f- 1) 



nach 1 Jahre noch zu leben, j ergiebt, werden von den 

Za.4.1 Invaliden im Alter (a?-|-2) noch: L^j^i j^ am 

Leben sein, an deren jeden am Ende des 2. Versicherungs- 
jahres ebenfalls der Betrag 1 zu zahlen ist. Der auf den 
Versicherungsbeginn diskontierte Wert dieser Zahlungen 

beträgt: -^Lx^i-^^- 

Ebenso ist der auf den Versicherungsbeginn diskontierte 

Wert der Zahlungen an die von den ia;+i Invaliden am 
Ende des 3. Versichernngsjahres noch am Leben befindlichen: 

ic-l-l ^r-! U. S. W. 



1 y-at Ja._)_3 



Bezeichnet C^ den auf den Versicherungsbeginn dis- 
kontierten Wert sämtlicher an die aus den A^s Aktiven im 
1. Versicherungsjahre hervorgegangenen Invaliden während 
ihrer ganzen weiteren Lebensdauer am Ende eines jeden 
Jahres zu leistenden Pensionszahlungen, so folgt aus dem 
bisherigen : 

ai ai ai ai 

Aus den zu Beginn des 2. Versicherungsjahres noch 
vorhandenen Ä^^x Aktiven gehen innerhalb eines Jahres 

ifl.-l-2 Invalide hervor, die am Ende des 2. Versicherungs- 
jahres, d. i. im Alter (x -f- 2) noch leben ; der auf den Ver- 

sicherungsbeginn diskontierte Wert C^ der an diese L^j^^ 
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InTatiden während ihrer ganzoi weiteren LebenacUmer sn 
leistenden PenwonüKahlnngen beträgt- 

r r* «/x-i-2 *^ «^x-i-2 

Ebenso finden wir ab Einmal-Wert der Pensionszahlnngen 
Air die im 3. Versiehemngsjahre ans A^.^^ Aktiren hervor- 
gehenden Inyatiden: 

n« s, w. 

Da nnn die Einmal-Prämie der Pensionsyersichemng 
fttr sämtliche A^ Aktiven : 

^,P,= C, + C,+C, + C, + ... 4) 

folgt: 

o^ ttl a4 Oft 

_ iLx^i 1 J>x-H c^-{-2 , 1 -^x+l*/g-{-3 . 1 -^x+l*^+4 . 



r^ 



ix */x-|-l ^ -«X «^x+1 T ^x «^«+1 



a< _a» o» 

1 Xa;.|,2 1 Z/a;_|.2*/x+8 . 1 -^x+2*lx-h4 , 

ai ai 

1 X/ac4,3 1 ^x+8*/x-h4 . 

Durch horizontale Snmmierong erhalten wir ans 5): 

ai 



. 1 Zrjp^.^ /^ . 1 «/x-fa I 1 *Ag-f 4 I \ 

^ r^ Ax \ ' r «/x+3 / 

Ol 
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Da nun: 






folgt weiters aas 6): 

P 1 - ^a;+l p* |_ ■•■ -^»+g »* _1_ 1 - ^»+8 p* 1 «X 

i'«---3^Ä,+i + ^-j-Ä.+3 + ^^j^i?x+» + ...7) 
und nach erfolgter Diskontierung: 

• • • • • • 

was mit dem nach der Eaan'schen Methode gefundenen 
Werte der Pensionsyersicherung übereinstimmt. 

Summieren wir dagegen in Formel 5) vertikal, so er- 
halten wir: 

I ^ ^ /r** «^a;4.4 , 7-«» «/x+i i 7-«» «^«4-4 1 t-«* \ 

+ . . . 9) 

ai 
1 i 

Das 1. Glied: ^Ü umfafst den Wert der Zahlungen 

r Ax 

des 1. Jahres, das 2. Glied: -2-^(zr4.i-/i^ + £xV2) 

r -^aj N «^»4-1 / 

den Wert der Zahlungen des 2. Jahres, das 3. Glied: 
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den Wert der Zahlungen des 3. Jahres n. s. w. 

Der Koeffizient von — j-? d.i. L^^i ist die Anzahl 

der ans Aktiven hervorgegangenen, am Elnde des 1. Yer- 
sicherungsjahres noch am Leben befindlichen Invaliden; der 

Koeffizient von -^-7-^ d. i. \Lg^j^i-^^-\-L'l^A setzt sich 

ans den im 1. nnd 2. Yersicherungsjahre entstandenen, am 
Ende des 2. Yersicherungsjahres noch am Leben befindlichen 
Invaliden zusammen, ergiebt demnach die Anzahl sämtlicher 
aus Ax Aktiven hervorgegangenen, am Ende des 2. Ver- 
sichemngsjahres noch am Leben befindlichen Invaliden; 
ebenso ergiebt der Koeffizient von 

-3--J-J d.i. l-^x+iT h--^a;+27 h-^^+sl 

r Ag^ \ «^«4-1 «^«4-2 ^ 

die Anzahl sämtlicher ans A^ Aktiven hervorgegangenen, am 
Ende des 3. Yersicherungsjahres noch am Leben befindlichen 
Invaliden u. s. w. 

Es ist mithin: 

i»-!-! = f^-f 1 

•^«+1 -f T -^«+2 — *^x-f 2 

x-\-\ -J r -^»4-2 -f r -^«+3 = ^x+9 

-^aj+i -7 h -^«4-2 -7 h -^«4-8 -7 r ••• "T" -^«4-»= ^»4-*y 

«^«4-1 «^»4-2 «^x4-8 

wo 144-1, ^^4-8 7 ^«4-8... dieselbe Bedeutung haben, wie 
im § 83. 

Nach Substituierung dieser Werte in Formel 9) erhalten 
wir, wie in § 83, Formel 1): 

l_t^ 1^ l_t^ _^ 10) 

r Ax ^ r* Ax ^ r^ Ax ^ ' 
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woraus im § 83 nach der Earap'sehen Methode: 

IDIJ^ — D^^ 

abgeleitet würde. 

Die Eaan'sche und die Kamp'sche Methode führen dem- 
nach zu demselben Werte der Pensionsversicherung. 



§ 85. Pensionsversicherang mit Karenz. 

Ist fttr die Pensionsversicherung eine Ä-jährige Karenz 
vereinbart, so heifst das, die in den ersten k Jahren invalid 
Werdenden erhalten keine Invalidenrente; es fallen daher in 
dem nach der Kaan'schen Methode gefundenen Werte: 

*~ DA, 

die ersten h Glieder aus, weshalb: 



.a% 'k _ai 



DA, 



,ax 



■^ DA, ^•- ^^ 

oder: *P, = ^^^"+yj^-+''+^ 2) 

oder auch: »p^ _ ^^^±M^:^i±M . r»^ 

DA,^x DA, 

oder: 

Um den Wert der Pensionsversicherung mit Ä-jähriger 
Karenz für einen ^-jährigen Aktiven nach der Karup'schen 
Methode zu finden, nehmen wir an, der ^-jährige Aktive 
versichere sich auf ein Kapital im Betrage des Wertes der 
Pensionsversicherung für einen (a?-[-Ä;) -jährigen, zahlbar, 
falls der dv-jlthrige nach h Jahren noch aktiv ist. 



* * • j • 

* t * 
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Es ist daher: 

^x — ^ ^ ^.+*, 
oder diskontiert, wie in Formel 3): 

^"~ 2?^« ^*+*- 
Da laut § 83, Formel 5): 

• • • 

folgt aas 3): 



§ 86. Steigende Pensionsversichernng. 

Sollen die im ersten Jahre invalid Werdenden eine 
lebenslängliche Invalidenrente im jährlichen Betrage 1, die 
im 2. Jahre invalid Werdenden eine lebenslängliche Invaliden- 
rente im jährlichen Betrage 2, . . . die im n-ten Jahre invalid 
Werdenden eine lebenslängliche Invalidenrente im jährlichen 

Betrage n erhalten, so finden wir als Einmal-Prämie Pa- 
dieser unbegrenzt steigenden Pensionsversicherung nach der 
Eaan'schen Methode: 

^'" DA, ^^ 

Hieraus: 

DAttPx = D Lx^iRxJi^i 

-f- DLx^A^x+A + • • • 2) 

und: 

^ UDLx ^jRx^i + EDL,^2i^x-\ -2 + J^X/x^g-f 8 ^g+3+»*' qn 



>. w >■ 

^ V k. 
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oder : F^ = -pj= ^ 4) 

Soll die Pension nar bis znm Höchstbetrage n steigen 
und dann konstant bleiben, so findet man, ähnlich wie bei 
der steigenden Rente: 

^'- bä: ^> 

Ist überdies noch eine A-j ährige Karenz vorausgesetzt, 
so dafs die vor Ablauf von k Jahren invalid Gewordenen 
keine Invalidenrente erhalten , während die im {k -f- l)-ten 
Jahre invalid Gewordenen eine Invalidenrente im jährlichen 
Betrage 1, die im (k -\- 2)-ten Jahre invalid Gewordenen im 
jährlichen Betrage 2, die im {k -|- w)-ten und jedem späteren 
Jahre invalid Gewordenen eine Invalidenrente im jährlichen 
Betrage n erhalten, so ist die Einmal-Prämie dieser steigenden 
Pensionsversicherung : 

*~ BT, ^^ 

Soll die Pension beispielsweise nach einer Karenz von 

k Jahren a Prozent des Gehaltes G betragen, für jedes 

weitere Jahr der Teilnahme am Pensions - Institute um ß 

Prozent steigen, im Maximum jedoch nicht mehr als (a-^-nß) 

Prozent des Gehaltes betragen, so ist die Einmal-Prämie P^ 
dieser Versicherung: 

A = («*P. + /S<*+«£)j^ = [(a-|J)*P,+/"''^fjA 7) 

Soll z. B. die Pension nach 10 jähriger Karenz 40 7o 
des Gehaltes betragen, für jedes weitere TeUnahmsjahr am 
Pensions-Infstitute um 2 % des Gehaltes steigen, das Maximum 
von 100 % des Gehaltes jedoch nicht überschreiten, so ist 
in Formel 7) * = 10, a = 40, ß=2, n = 80, folglich 

30/]^ 31/]^ 

P^ = (0-40 '^P^ + 0-02 ''P,) G = (0-38 '^P. + 0-02''P„) G 8) 
oder: p 0-382 DL,+nR.+n 

, 0-02 (i:i:2?.Lf+„.Rl+„ — i:2-i?4+4g4+42) ^ q, 



- - - ^ -w ^ ..■ 
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oder auch: 

. 10__ lO-ii: 41 ^^ 

P„ = [0-38 P« + 0-02 (P, — P^)] G. 10) 

Berechnet man die Werte der aufgeschobenen kon- 

stanten und steigenden Pensionsversicherung Px und P^ 
fttr alle möglichen Werte von k, so läfst sich der Wert der 
nach einer beliebigen arithmetischen Progression steigenden 
Pension, ähnlich wie in Formel 10), leicht bestimmen. 

Um den Wert der steigenden Pensionsversicherung nach 
der Earup'schen Methode zu finden, ist zu beachten, dafs: 

P, = P,+'p,+'p,+'p, + ... 11) 

und da laut § 85, Formel 4): 

• • • 






erhalten wir, wenn wir fUr k der Reibe nach die Werte 
0, 1, 2, 3 . . . einsetzen and summieren : 

+ {iBli+i — I)Li+^ izl+g) + . . .] 12) 

oder: 

Px= -^{iBLi + iDzi^^ + iBli^.^ + . . .) 

1 • • • • • m 

-g-^(-Dia;Pa;+^-^x+l Paj-f l + ^-^«+2 P«+2 + -..) 13) 



^x 

oder endlich: 






wo: 



• • • • 

und: 

SDLxRx =DLxRx -\- DLx^i Rx-^^i-^- ^ ^x-i^%P'x-\-i "!"••• 
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§ 87. Steigende Pensionsyersichernng 
bei steigendem Gehalte. 

Der Jahresgehalt des Versicherten beim Abschlüsse der 
Tersicherang, d. i. beim Eintritte in das Pensions-Institat 
«ei G, die jährliche Steigerung des Gehaltes y, die Pension 
soll nach einer Karenz von k Jahren a Prozent des letzten 
Jahresgehaltes, nach {k -\- 1) Jahren (a -|- ß), nach (k -\- 2) 
Jahren (a-|-2/J), nach (A + 3) Jahren (a-\-3ß) Prozent. . . 
des im letzten Jahre erreichten Gehaltes betragen and nach 
{k-\-n) Teilnahmsjahren mit {a-\-nß) Prozent des letzten 
Xrehaltes das Maximam erreichen, während fflr die Gehalts- 
steigerung eine obere Grenze nicht besteht; die Einmai- 
Prämie dieser Pensions-Versicherung sei 11^, so ist, wenn 

wir Kürze halber Dix+m^s+m mit fi„ bezeichnen: 



Ux 



100 DA^ 



«der: 



IIx = 



100 DA. 



a[G-\-ky]fiu+i 

+ i«-\-ß)[G-\-ik+l)Y]Hk+2 

+ (« + 2/J)[(? + (A+2)y]^»+3 
+ (a + 3|S) [ö + (A + 3)y] ,Uk+4 + . . . 

+ (« + «!*) [<^ + (* + n)y]/«*+»+i 
+ (« -\-nß) [6?4-(A+«+ 1) y] iU»+„+2 

+(a+nß)[G+ik+n+2)y]fi,c+n+i+'.- 



(a-ß)[[G-\-ky]^^+, 

-\-[G-\-{k-j-l)y]fiu+2 

+ [ö + (A + 2)y]A/»+s + ... 

-{-[G-\-{k-\-n) y] f^k+n+i 

-^[G-\-{k-\-n-^l)y]fiu+n+2-\-^..] 

+ ß[[G + ky]fi^+, 

+ 2[G + (Ä-f-l)/],u»+3 

+ 3rö + (Ä: + 2)y]iUfc+, + ... 

+ («+l)[[(? + (Ä + «)y] /,,+.+, 

+ [ö + (Ä: + « + l)y]^»+„+, + ...]] 



1) 



2) 



Orofsmann, YeTBicherangBrnathematilc. 



13 
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Setzen wir noch: G-\-{k — l)y = r, so erhalten wir: 
a-ß 



II x = 



DA, 



oder: 



100 



[(^+y)i"»+i+(^+2y)/«»+2 



+ ...] 



+ 3(r+3y)iu*+s+... 



+ (« + 1) [(^+«+ 1 y) A*» +«+ 1 



"'~ DA, 



a — ß 
a—ß 



r(/<»+i+/i»+g+^fc+s+...) 



+"iöö~''(''*+'"'"^^*+*+^^*+'+'" 



+ lÖÖ ^t''*+i + 2^*+* + ^''*+» + • • • 



3> 



4) 



+ (« + !) ^»+»+i + («+1)A'» +»+2 

+ (« + 1) !"»+»+»+ •••] 

+ 3 Vfc4-3 + ••• + (« + l)Vfc+n+l 
+ (»* + 1) ((»» + 2) i"k+n+2 

/^k+l + /*fc+2 + ^*fc+3 + ^* + 4 + • • • = -^^k 

.«fc+l + 2/1^4-2 + 3/Mk+8 + --- + »*/^k+n + (^ + l)i"*+n+l 

+ (n 4- 2) iMfc4.«^.2 + • • • = ^^^Ic 6) 

/ik+1 + 2iUk4.2 + 3/Ufc+8 + . . . + n^j4.n + (n4-l)|Uk4.«-f 1 
+ (n + 1) iUfc^.„4.2 + (n + 1) iMk4.n+8 + . • • 



5) 
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Nnn handelt es sich noch mn Bestimmung des Wertes 
der Summe 

/ifc+l -f 2 Vk4-2 + 3 Vk+3 + • . • + n^f^k+n + (w+ 1) V*4-n+i 

+ (n+l)[(n + 2)/ik+»+2 + (n + 3)iti»4.,+8 + . ..] = «. 8) 

Bilden wir anf gleiche Weise, wie die Doppel-Summe 
von ft gebildet wurde, die dreifache Summe, indem wir 
setzen : 

= ^k+l + 2/ik>^2 + Sfilc^s + 4/ik+4 + . . . + »w . ^k^.« + . . . 



+ /Wk+2 + 2iMfc+3 + 3iUfc4.4 +. . 

+ /ik4.4 + .. 



+ (w — 2)jtik+«+.. 



+ /^k4-m + . . . 



i:i:i:/ik^_i = iMk4.i + 3^fc^.2 + 6|Uk4.3+l0iUk4.4+...H g — ^iUfc+^+... 9) 

Bilden wir nun: 
so erhalten wir: 

— (A^fc+i + 2/ifc4.2 + 3/Wk+3 + 4iMk^4 + ... + m^k4.^4-...) 

2 i:i:i://fc4.i — ^^2:^11^^.1 = ^lu^i + 4iUk4.2 + ^jUk+g + l^i^k-f 4 

-f- . . . + m^ ^ik+^ -f- . . . 10) 

Nennen wir die bis ans Ende der Tafel fortzusetzende 
Summe 

quadratische Summe und bezeichnen sie kurz mit 
2'*|Uk4.i, so folgt ans 10) 

rVk+i = 2i:^i:.«k+i — -^i^/ifc+i. 11) 

13* 
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Die gesuchte Samme 'S in 8) ist nun gleieh: 

-{-S(n-\-i)lik+n+*-\---.]=^fih+l-[n(ftlt+n+i-\-2fli+n+a 
-f 3iUfc+,+4 +•••) + 2 (Mk-{-»+i-\-2l*k+»+S-\-Qflt+n+t-{-—)] 

S = Z*fik+i — n . I2t^t+n+t — 2i:i2(iu+n+» 12) 
oder mit BerUcksichtigong von 11) 

5=2 (222(4^+1 — 222fii+n+t) — (^^^»+i 

Jr-n22(ii+n+t). 13) 

Nach Einsetzung dieser Werte in Formel 4) erhalten wir: 

a — ß 



II.' 



1 
DA. 



100 



{r'Sfi^+i-{-yS2fi^+,) , 



, ß 



100 



oder: 



2 i^iJi?/<i|(+»+2) 



14) 



IZ,- 



2>.4, 



100 



(r-i:|Uk+i + y • i:i:iu*+i) 



+ ^ y [2 {22£fi^+, — 222fik+»+t) 



15) 



§ 88. Unbedingte Pensionierung nach einer 
bestimmten Anzahl von Diensfjahren (Teilnahms- 
jahren am Pensions-Institate). 

Die bisher abgeleiteten Formeln fttr die Pensions- 
Tcrsicherung bestimmen blofs den Wert der Pensions- 
ansprttche der invalid Werdenden, während die Statuten 
der Pensionsinstitate oft die Bestimmung enthalten, dafs 
die Pensionierung nach einer bestimmten Anzahl von Teil- 
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nahmsjahren imbedingt eintritt, ohne Rücksicht darauf, ob 
der zu Pensionierende bereits invalid oder noch aktiv ist. 

Ist m die Anzahl der Dienstjahre, nach welchen die 
Pensionierung unbedingt eintritt, so tritt der aktive Beamte 
im Alter (a?-f-m) in den Genufs einer Aktivenrente, die er 
bezieht, so lange er aktiv ist; sobald er invalid wird, tritt 
er in den Genufs einer Invalidenrente. Es mufs also für 
den ^-jährigen Aktiven eine um m Jahre aufgeschobene 
Aktivenrente und eine Invalidenrente versichert werden. 

Zu dem Werte der Pensionsversicherung ist daher der 
Wert einer aufgeschobenen Aktivenrente 

zu addieren, wo {a-\-nß) das Ausmafs der Pension in 
Prozenten nach m Dienstjahren und G' den aus dem ursprüng- 
lichen Gehalte und der Gehaltssteigerung berechenbaren 
Gehalt im m-ten Dienstjahre bezeichnen möge. 



§ 89. Leibrente für einen Aktiven. 

Will ein Aktiver vom Alter x eine sofort beginnende, 
zu Anfang eines jeden Jahres, so lange er lebt, zahlbare 
Beute im jährlichen Betrage 1 beziehen, so ist dies eine 

Leibrente für einen Aktiven; ihr Wert sei Äa-. 

Dieselbe besteht aus zwei Teilen, aus der während der 
Dauer der Aktivität zahlbaren Aktivenrente und der vom 
Eintritte der Invalidität angefangen zu Beginn eines jeden 
Jahres zahlbaren Pensionsversicherung im jährlichen Be- 
trage 1. Es ist daher 

ai i 

P^ 1?° _i_ p I'DAg,-\ - iDLx-^i -Rx-f 1 

£tx Jtx -j- ■*« 



DA 



X 



§ 90. Kapitals Versicherung für den Fall des Eintrittes 
der Invalidität oder des Todes eines Aktiven. 

Ein jy-jähriger Aktiver will eine Einmal-Prämie Mx 
erlegen, damit fflr ihn am Ende des Jahres, in welchem er 
invalid wird, ein Kapital im Betrage 1 ausbezahlt werde, ohne 
Rücksicht darauf, ob der Versicherte noch lebt oder nicht. 



^ I 
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Ist ix, 4+1, 4-I-2J . . . 4+k die Wahrscheinlichkeit, für 
einen Aktiven vom Alter «, {a -f 1), (^ -f 2), . • • (^ + *)> 
innerhalb eines Jahres invalid zn werden, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit, für einen ^-jährigen Aktiven, im Lanfe des 
1., 2., 3., . . . ib-ten Jahres invalid zu werden: 

• -^ag+l ," -^«+2. -^oj+S • -4«+*. 
*«7 ~1 *« + !> "l *a;+2j — j laj+Sj • • • — 1 ^x+kj 

-^X -*J-flS -"jC -"JC 

folglich : 

1/ 4 1^-4x4. 1 44-1 I -4x4-2 *«4-2 I -4a;48*a;48 , ^v 

oder 

i4=l(^4 + d£+i^ + %t?%« + %H%»+...) 2) 

wo: 

j^ = AJx und ^^ = Djx. 

Versichert sich ein ^-jähriger Aktiver gegen eine Ein- 
mal-Prämie N^ in ähnlicher Weise anf ein am Ende seines 
Sterbejahres zahlbares Kapital 1, das jedoch nur in dem 
Falle zn zahlen ist, falls er als Aktiver stirbt, nnd sind 



aa aa aa 



^x j ^x+i; 642 • » • die Aktiven-Sterbenswahrscheinlichkeiten, 
so ist ähnlich: 

<xa aa aa aa 

oder: 
wo: 
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Es ist daher: 



1 Si^DA^ 1 i:t^ DA^ 1 s{i^-\-t^ ) DA^ 



aa 



Da nun: ix-\-tx = a^; der Ausscheidewahrscheinlichkeit, 
ist auch: 

Da jedoch: 

A:,^i = Aa:{l — ax) 
mithin: 

(^x-Ax = Ax — -^«4-1 
und: 

GxDA^ = DA^ — rDA^^i 

folglich anch: 

JSüxDAx = iDAx — rSDAx-^i = HDA^ — rilDA^—DA^) 

oder: 

la^DAx = rDAx — (r — 1) SDAx 8) 

^rgiebt sich: 

•oder: 

^« + -ZV; = 1— ^^^^iü« 10) 

analog der Beziehung zwischen dem Werte der einfachen 
Ablebensversicherung und der Leibrente. 



§ 91. Witwen-Pension. 

Ein aj-jähriger Aktiver erlegt eine Einmal-Prämie Wx^ y, 
damit im Falle seines Todes an seine Witwe, so lange sie 
lebt, eine am Anfange jedes Jahres im jährlichen Betrage 1 
zahlbare Witwenrente gezahlt werde ; die erste Bentenzahlung 
hat demnach am Beginne des auf das Sterbejahr des Mannes 
folgenden Jahres stattzufinden. — Das Alter der Frau beim 
Abschlüsse der Versicherung sei y. 
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Wir versichern vorerst gegen eine Einmal-Prämie Ux,^ 
der Fran eines jeden aus dem Aktivdienste scheidenden^ 
Mannes ohne Rücksicht darauf, ob die Ausscheidung durch 
Invalidität oder Tod erfolgt, eine vom Beginne des auf das^ 
Jahr des Ausscheidens folgenden Jahres laufende Leibrente. 

Die Anzahl der von Ax Aktiven infolge Invalidität oder 
Tod im 1., 2., 3. . . . Jahre -ausscheidenden ist: 

die Wahrscheinlichkeit ftir einen Aktiven vom Alter x^ durch 
Invalidität oder Tod im 1., 2., 3. . . . Jahre auszuscheiden^ 
demnach: 

Ax Ax^i -^ag-j-l Ax^2 Ax^2 -^g-j-S 

Ax ^x -^x 

die Wahrscheinlichkeit ftir eine y-j ährige Frau, 
nach 1, 2, 3 . . . Jahren noch am Leben zu sein: 

-^y-fi -^y+g -^y-f» 
^y ^y ^y 

Am Ende des 1. Jahres ist eine lebenslängliche Rente ftir 

eine {y + l)-jährige Frau, 
am Ende des 2. Jahres ist eine lebenslängliche Rente flir 

eine {y -f- 2)-jährige Fran, 
am Ende des 3. Jahres ist eine lebenslängliche Rente für 

eine {y -f- 3)-jährige Frau u. s. w. zu zahlen. 

Es ist demnach: 

JJ Ax AxJ^\ Ly^l RyJ^l . Ax^X Ax^2 Ly^2 I^-{-2 

'^''^— Ax ' Ly' T ~^ Ax Ly t'' 



Ax+2 Ax^s ^ - ^y+S -fiy-hS 

A^. L« r^ 



' Ax ' Ly r^ ^ "' 

Diskontieren wir nach y, setzen wir femer: 

Ax Ax^i = Jx-\'lj Ax^i -4a;4-2 = -^aj-fZj • • • 

Aa:-\-h Ax^k-\-l = ^x-\-k-\-lj 

80 erhalten wir: 

rj -^g+l-Py+l-^y+ l I -^a;-f2-Py+2-^y4-2 

AxJJy AxJJy 

Ax J^y ^x -^y 
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oder, da: 

Ryj^x= Tä^^\ mithin: J?y_|_ii2y_|_i = i;J?y+i, 

Nun ist aber offenbar ü^ y gröfser, als der Wert W^:^ y der 
Witwen-Pension, da die Franen der wegen Invalidität aas 
dem Aktivdienste Ausgeschiedenen erst nach dem Ableben 
des invaliden Mannes in den Bezug der Witwenrente treten 
sollen. 

Wir haben daher Air jeden invalid Werdenden, der am 
Ende des Jahres, in dem er invalid wurde, noch lebt, die 
Yerbindungsrente des invaliden Mannes und seiner Frau 
in Abzug zu bringen, da die Witwen-Pension nicht ausbezahlt 
wird, solange von dem Ehepaare sowohl die Frau, als auch 
der invalide Mann noch am Leben sind. 

Bezeichnet F^.^ y den Gesamtwert der Yerbindungsrenten, 
zahlbar, solange der infolge Invalidität ausgeschiedene Mann 
und die Frau noch am Leben sind, so ist offenbar: 

Die Anzahl der im 1., 2., 3. . . . Ä;-ten Jahre invalid 
gewordenen und am Ende des Jahres noch lebenden Männer 

üi M o/i di 

ist ■Lx-\-iy ■Lx-\-2} ^«+8-. «-^x+k; es ist daher die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs am Ende des 1., 2., 3. . . . i-ten Jahres 
sowohl die Frau, als auch der in demselben Jahre invalid 
gewordene Mann noch am Leben sind: 

-^»4-1 J^y4-1 Lx-\-2 ■^y-\-2 ^x-{-S -^y+S -Z^aj-fk -^y+k 

, — ! — • ' — , !— • I I ■ , L_^ • Z. — : , • . • ' • Z. — ! , 

Ax Läy A.X Lly Ax Ijy A-x Liy 

mithin: 

Y -^g-fi -^y+i ■^^•\-\.y-\-\ I ^%•\-^ ^v-\-2 Rx-{-2,y-\-2 

''^~ Ax ' Ly ' r '^ Ax' Ly ' r« 

H 1 T 18 [-••• ö) 

WO üaj+i.y-i-i, Äa;+2,y-i-2 ... die Verbindungsrentc der Frau 
mit einem invaliden Monate bezeichnet. 
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Nach y diskontiert ist femer: 






+ ä:d, — +••• ^^ 

oder: 

Es ergiebt sich daher nach Formel 4): 



7) 



W, 






V^«-|-2-2'/?y-|-2 -C'xH-2-Dy+2Äa.-|-2,y+2/ , q^ 

+ -i:d, +••• ^^ 

Die yerbindangsrenteni2x+k,y4.k mttssen aas einer Sterbe- 
tafel der Invaliden J«? •^»h-i> X+2, . • . nnd einer Sterbe- 
tafel für Frauen abgeleitet werden. 

Da: 

D» -^«'aj+k-Dy^.k 

«/»+k-^y+k 

ist: 



'x+k-*-^y-hfc-"'x+k,y+k — "7= -^«/x+k-^^y+kj 



folglich auch: 



I '^«+2-2^^y+2 r -^«^x+2-Oy+2/ 

+^ 3:%=^ ^+- " 

Setzen wir noch Kürze halber: 

Lx k 

^x-\-k^J^y+k jT 2Jx-^h^y+k = -^Cc+k 

^x-\-k 
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so erhalten wir: 



-HT ^xJ^l + Afx+2 + -^x-f-8 + ' - _ ^^x-^l .f.. 

In Formel 10) bezeichnet ilfa;+i, ^a;+2> ^«+8> — - den 
gegenwärtigen Wert der durch die InvaUdisierungen und die 

im aktiven Zustande eingetretenen Sterbefälle des 1., 2., 3 

Jahres entstehenden Verpflichtungen der Versicherungsanstalt. 

Ist eine Ä;-jährige Karenz vorausgesetzt, d. h. erhalten 
die Witwen der in den ersten k Jahren invalid Gewordenen 
oder im aktiven Zustande Verstorbenen keine Witwen-Pension, 
so fallen die ersten, ä; Glieder im Zähler weg, mithin: 

AxJJy AxJJy 

Soll die Witwen-Pension mit der Dienstzeit des Mannes 
steigen, d.h. sollen die Witwen der im 1. Jahre invalid 
Gewordenen eine Rente im jährlichen Betrage 1, der im 
2. Jahre invalid Gewordenen im jährlichen Betrage 2, der 
im 3. Jahre invalid Gewordenen im jährlichen Betrage 3 u. s. w. 
erhalten, so geht die Formel 10) über in: 

Falls die Witwen-Pension nur bis zu einem Betrage n 
steigt und dann konstant bleibt, ist 

. nMxJ^n-\-nMx-\.»j^i-\-nMgj^^j^i-\-,. . 

= Ä:Dy ^^\ 

Ist ttberdies noch eine i-jährige Karenz vorausgesetzt, so ist: 

*^''^- Ä;;Dy 

+ — Äim ^^^ 
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15) 



Soll die Witwen-PeDsion nach Ä;-jähriger Karenz mit 
a Prozent des Gehaltes G des Mannes beginnen und für 
jedes weitere Dienstjahr nm ß Prozent bis zur Erreichung 
des Maximums von (cc-^nß) Prozent steigen, so ist: 

. (C + 7lß) (34^-fc^-nH-l + i>4+fc+n-f g + - ^ ^ ^a\ 



oder: 



w. 



x,y 



{a—ß)i:M,+i+i-{-ß{SSM„+i^i—Si:M^+i+^+t) G 



■4,A 



100 



17) 



Zur Berechnung von W^^y und Wa,,y wird man vorerst folgende 
Hilfs-Tabelle anlegen: 

y = X — d 



X 


Ax 


-4a:— -4«+ 1 


log 


log 


log Jx^l 


log 


log 


log 


iogir+i+ 

l0gDy+l + 


1 


2 


S 


4 


6 


6 


7 


8 


9 


10 























Jsc^lSDy^l 


■^a>fl-^H-l-ßa>fl,y+l 


^a;-|-l-rZ>f/+l — 
a { 


2;3£«+i=: 

Kc+i-f- 
2:Mx^2 




11 


12 


13 


14 


16 








• 
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Die Werte von A^ sind aus der Dekrementen-Tafel der 
Aktiven (§ 79) bekannt; die Werte von I>y^\ und i^-Dy-i-i, 
mithin auch log J9y4-i und log i^i^y+i (Kolonne 8 u. 5) werden 
einer Benten-Grunotafelfür Frauen entnommen, die Werte 

von £«-)-i (die aus A^^ Aktiven innerhalb eines Jahres her- 
vorgegangen und am Ende des Jahres noch lebenden In- 
validen) wurden bereits in der Tabelle zu § 82 (Kolonne 5) 

berechnet, es ist mithin log L^j^.^ (Kolonne 7) bekannt, die 

Werte von Rx^\,y^\^ mithin auch log Äa;+i,y-|- 1 (Kolonne 9) 
müssen einer zuvor zu berechnenden Tafel für Verbindungs- 
renten von Frauen mit invaliden Männern entnommen werden. 
Kolonne 6 wird durch Summierung der in derselben Zeile 
befindlichen Werte von Kolonne 4 und 5, ebenso Kolonne 10 
durch Summierung der Werte derselben Zeile von Kolonne 7, 
8 und 9 gefunden, Golonne 11 ist der numerus zu Kolonne 6, 
Kolonne 12 der numerus zu Kolonne 10; Kolonne 18 ist 
die Differenz von Kolonne 11, abzüglich Kolonne 12; 
Kolonne 14 wird aus Kolonne 13 ebenso gewonnen, wie 
die Summe der diskontierten Zahlen aus den diskontierten 
Zahlen, endlich Kolonne 15 aus Kolonne 14 wie die Doppel- 
Summe der diskontierten Zahlen aus der Summe der dis- 
kontierten Zahlen. 

Nach Fertigstellung der vorstehenden Hilfs-Tabelle wird 

man nun Tra;,y und PTa-^yUach folgendem Schema berechnen: 

y = X — d. 



X 


\ogSMx-\-\ 


\og2:2:Mx+i 


log Aa 


logJDy 


1 


2 


3 


4 


ö 













logÄx 
+ log Dy 


log SMx-^ 1 
— (log Ax + log Dy) 

= l0g Wx,y 


\ogi:2:Mx-\-i 

(log Ax 4- log Dy) 

-)0gT7x,y 


Wx,y 


^«,v 


6 


7 


8 


9 


10 
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Da sich Formel 17) aaeh schreiben läfst: 

^ — 

[/ a. ^^x-hk+1 , Ilit^-^1,^1 SZM:c^i,^n+2 ^ G 

^"^ ^^ A,D^ "f"^ A^Dy ^ A^Dy JlOO 

und: 

A^Dy -^^^^^ 

A,Dy - "^^'^ 

geht Formel 17) noch über in: 

r fc h^ (H-«-fi)^ 1 ß 

W.^y=-Y{a-ß)W,^y-\^ß{W^y-W,^y)\,^, 18) 

Es empfiehlt sich daher, aufser dem Werte von W^^y 

z. 
luid Wa.,y auch die Werte der konstanten und steigenden 

fc ftz: 

Witwen-Pension mit Karenz W^^^y und TT^c^y für alle er- 
forderlichen Werte von h zu berechnen, da dieselben nicht 

nur zur Berechnung des Wertes von P^x, y, sondern auch bei 
Berechnung der Prämien -Reserve mit Vorteil verwendet 
werden können. 

Nach den Statuten der meisten Pensions-Institute ist 
die Witwen-Pension nicht direkt von der Höhe des Gehaltea 
des Mannes, sondern von der Höhe der Pension abhängig, 
die derselbe, falls er als Invalider starb, bezogen hatte, 
oder, falls er als Aktiver starb, seiner Teilnahmszeit am 
Pensions-Institute entsprechend bezogen hätte, falls er nicht 
gestorben, sondern nach derselben Teilnahmszeit invalid 
geworden wäre. 

Soll z. B. wie in dem im § 86 angeführten. Beispiele 
die Pension des Mannes nach 10-jähriger Karenz 40^0 des 
Gehaltes betragen, für jedes weitere Teilnahmsjahr am 
Pensions-Institute um 2 7o bis zum Maximum von 1 00 7o <J®s 
Gehaltes steigen, die Pension der Witwe dagegen \ der 
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Pension des Mannes betragen, so beginnt die Witwen-Pension 
n^ch 10-jähriger Karenz mit ^ 7o = 26^3 \ des Gehaltes 
des Mannes und steigt jährlich um % % = ^ Vs 7o ^^ ^lum 
Maximum von ^^ 7o = ßß'/a 7o- 

Setzen wir daher in Formel 18) « = V> ß = ij 
c-[-7j^ = ^, mithin n = 30, femer A=10, so erhalten wir: 

[10 10-^ 41^ T G 

Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn wir für 

a und ß die Prozente der Pension des Mannes setzen, 

« = 40, ß=2, a-{-nß= 100, mithin n==30, und wie 

2 G 
vorhin A = 10, dagegen für G blofs -^, Formel 18) geht 

alsdann über in: 

r 10 10-^ 41-^ 1 2 6r 

W^.,. = [38 W.,y + 2{W^,y-W^^y)\^, 20) 

was mit dem in Formel 19) für T1^a;,y gefundenen Werte 
übereinstimmt. 



§ 92. Waisen-Pension. 

Ist x das Alter des Vaters, z das Alter des Kindes, 
und soll dieses gegen eine Einmal-Prämie V^c^g auf eine, 
nach dem Ableben des Vaters beginnende, zu Beginn eines 
jeden Jahres bis zum erreichten m-ten Lebensjahre des 
Kindes zahlbare Rente versichert werden, so erhalten wir 
Vx^g aus dem Werte W^^^y der Witwen-Pension, wenn statt 
der lebenslänglichen Leib- und Verbindungsrenten kurze 
Renten gesetzt werden. 

Es ist daher: 

m — t — k 
JcBsm-z-l m — M~k — 

J^ {^x-\-kJ^z-\-1c ^g-{-k—-Lx^kI^g-^k^x-{-k,z-{-k) 
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und, da: 



m—M—k 

^»+k= -n j 



m — «— k 



Ä 






x-\-k,M+k = 



folgt: pr^^_ 

k^m-M-l j^ 

oder: k=m-«-i 

Y {EJx-\-kI^t-\-k — ^Jx^riA^-uI^m) 3) 



wo: 



I^x-\-k 
Jx-\-k 



Da die Waisen-Pensionen in der Regel nur mit einem 
geringen Prozentsatze des Gebaltes oder der Pension des 
Vaters bemessen werden nnd infolge des Umstandes, dafs 
dieselben nicht lebenslänglich, sondern nur eine Anzahl von 
Jahren hindurch za zahlen sind, im Vergleich zu den 
übrigen Verpflichtungen der Pensions-Institute nicht ins 
Gewicht fallen, wird in der Praxis häufig mit Rücksicht 
auf die komplizierte Berechnungsart von einer genauen 
Berechnung des Wertes der Waisen-Pensionen abgesehen 
und dieselben blofs schätzungsweise als ein aliquoter Teil 
des Wertes der Witwen-Pensionen in Rechnung gestellt. 



§ 93. Jahres-Prämien. 

Ist Px die Einmal -Prämie irgend einer Pensions- 
versicherung, mag dieselbe eine Pensionsversicherung für 
den Mann allein, eine Versicherung auf eine Witwen- oder 
Waisen-Pension bedeuten, ist ferner px die während der 
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Aktivitätsdaaer des Mannes von demselben zu zahlende 
Jahres-Prämie, so mufs: 

a 

Px ^x = Px 

Px ' 

mithin: pa^= — ^, 

WO Rx die Aktiven-Rente für einen a?-j ährigen Mann bedeutet 

Soll beispielsweise die während der Aktivitätsdauer zu 
zahlende Jahres -Prämie p« zur Deckung der Invaliden-, 

Witwen- und Waisen-Pension im Einmal- Werte P«, beziehungs- 
weise f^x,y, beziehungsweise Vx,s fttr den a?-jährigen Aktiven, 
dessen Witwe und Waisen dienen, so ist: 

px •t*'x = -Lx -f- J^aj, y I ^ ^ * 

und: 

Px ~T" '^a?, y ~j~ ^^% * 



Px = 



Rx 

Da jedoch bei den Pensions -Instituten die Jahres- 
Prämien in der Regel nicht nach dem Beitrittsalter ab- 
gestuft, sondern für alle Mitglieder mit demselben Prozent- 
satze des Jahresgehaltes berechnet werden, finden wir die 
Durchschnittsprämie p für die Einheit des Jahresgehaltes 
aus der Gleichung: 

pERlGx = 2:PxGx + EWx,yGx + EK,.Gxj 
woraus : 

^ EPxGx^EWx^yGx-^ Etx,,Gx 

SRxGx 

wo IRIGx, 2:PxGxj S^x^yGx, 2K,mGx die Summe der 
Produkte des Jahresgehaltes jedes einzelnen Mitgliedes mit 
dem Werte seiner Aktivitätsrente, seiner auf den Jahres- 
gehalt 1 bezogenen Invaliden-, beziehungsweise Witwen- 
und Waisenpensions-Anwartschaft bezeichnet. 



§ 94. Prämien-Reserve. 

Die Prämien-Reserve wird am einfachsten nach der 
prospektiven Methode berechnet; ist das Alter des Mannes 

OTofsmann, Versioheningsmftthsinfttik. 14 
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zur Zeit des Yersicheningsabschlnsses x, zur Zeit der Bilanz- 
anfstellimg {x -\- n\ die Einmal-Prämie der zukünftigen Ver- 
pflichtungen der Anstalt I^x-{-n, so ist die Prämien-Reserve 
n Jahre nach dem Abschlösse der Yersichenmg: 



■n* 



resnix) = Px+n — Px ^«+1 

So ist beispielsweise die Prämien-Reserve des Invaliden- 
pensions-Ansprnehes eines beim Beitritte zum Pensions- 
Institute 25-jährigen Beamten unter der Voraussetzung einer 
10-jährigen Karenz, einer nach der Karenz mit 40 ^^ des 
Jahresgehaltes beginnenden, jährlich um 27o ^^^ Jahres- 
gehaltes bis zum vollen Gehalte steigenden Pension, falls 
der Jahresgehalt als konstant angenommen wird: 

Nach 7-jähriger Versicherungsdauer: 



oder : 



res, (P,,) = [0-40 'P,, + 0-02 ( P,, - P,,)]G 
res, (P,,) = [0-38 %, + 0-02 {%, -''^32)] ö. 



Nach 19-jähriger Versicherungsdauer, da eine Karenz 
nicht mehr besteht: 

»•««i. (A5) = [0-58 P,, + 0-02 ( P,, - P, J] G 
oder : 

^ 22-^ 

res,, {P,,) = [0.b6P,, + 0-02 {P,,- P,,)]G, 

Für bereits flüssige Pensionen findet eine Prämienzahlung 
nicht mehr statt, mithin ist: 

resn{x) = P^^^, 



Fünfter Abschnitt. 



KrankenTersichening. 

Elftes Kapitel. 
§ 95. Einmal- und Jahres-Prämien. 

Während die Invalidität eine dauernde Erwerbsunfähigkeit 
zur Folge hat, ist die Erwerbsunfähigkeit infolge von Krank- 
heit blofs eine zeitweilige. 

Es soll die Einmal-Prämie K^ berechnet werden, die eine 
Ä-jährige Person zahlen mufs, um im Falle ihrer Erkrankung 
für jeden Krankheitstag ein Bjrankengeld im Betrage 1 aus- 
bezahlt zu erhalten. 

Beträgt die auf Grund von statistischen Daten ermittelte 
wahrscheinliche Krankheitsdauer während eines Jahres für 
eine «, {x -|- 1), (.a? -}" 2), . . . (^ + m)-jährige Person K^ A^-f i, 
*fl;+2j • •• K-\-m Tage, nehmen wir femer an, dafs sämtliche 
Aa: Personen der Dekremententafel der Aktiven der Ver- 
sicherung beitreten, so ist die eingehobene Prämie A^Kx. 

Da sich die Auszahlung des Krankengeldes auf da» 
ganze Jahr gleichmäfsig verteilt, können wir annähernd 
annehmen, dafs dasselbe für jeden Krankheitsfall in der 
Mitte des Jahres ausbezahlt wird. 

Im ersten Jahre wird der Betrag A^kx in der Mitte des 

1. Jahres ausbezahlt, der gegenwärtige Wert des ausbezahlten 

A k 
Betrages ist daher — ^ , im 2. Jahre wird • der Betrag 

V r 
Ax-\.\kx^i in der Mitte des 2. Jahres, d. i. nach f Jahren 
ausbezahlt, der gegenwärtige Wert des ausbezahlten Betrages 

ist daher '^"+\.^+^ u. s. w. 

rV r 

14* 
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Da der Wert der eingehobenen Prämien dem Werte der 
ausbezahlten Krankengelder gleich sein mnfs, folgt: 

A TT •"x"'» I -"a;-|-l^a;-|-l i -^a;-j-2"^a!-f-2 i -^ 

^^Ä^=__--j -_ 1 -_ ^-... 1) 

y T rv r r*V t 

oder: 



mithin: 



K^ = -^l 



1 {^x^^x I ^X'\-\'^x-\-\ I -^x-|-a"'a;+2 






/7V -^x 

oder nach erfolgter Diskontierung: 



oder: 






Wir sind von der Dekremententafel der Aktiven und 
nicht der Lebenden überhaupt ausgegangen, da einer Kranken- 
kasse doch nur aktive Personen beitreten und fOr Krankheits- 
fälle während der Invalidität in der Regel kein Krankengeld 
mehr gewährt wird, da das Krankengeld als Ersatz fttr den 
Yerdienstentgang aufgefafst wird, überdies fttr den Invaliden 
durch eine Invalidenrente bereits gesorgt ist. 

Ist pa, die während der ganzen Aktivitätsdauer zu zahlende 
Jahres-Prämie des a?-jährigen fttr ein Krankengeld im Be- 
trage 1 fOr jeden Krankheitstag, so mufs: 

fxl^x = ^x 6) 

mithin: 

K, Ik^DA^ IDA, 



^x 



VrDA/ I>A 



n Y TUJ±, — -X 
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oder: 

Meistens enthalten die Statuten der Krankenkasse die 
Bestimmung, dafs die Prämienzahlung während der Dauer 
der Ejrankheit unterbleibt; hiedurch wird sich die Jahres- 
Prämie ändern, dieselbe sei in diesem Falle tz^. 

Gegen diese Prämie Ttg. ist der Versicherte nicht nur 
auf ein tägliches Ejrankengeld im Betrage 1, sondern aufser- 
dem noch auf ein tägliches Krankengeld in der Höhe des 
auf einen Tag entfallenden Teiles der Jahres-Prämie, d. i. 

im Betrage ^^ versichert. 

oo5 



Es ist daher: 



^-^"=0+^)^« ^) 



woraus : 

K 



n^ = ^^ 10) 



J?g 



"" 365 
und mit Berücksichtigung von 6) 



^x= ^ 11) 

ü" PxUx 



365 
oder: 

7t,r=-^^ 12) 

. Px 

365 

Die Jahres-Prämie tt^; ergiebt sich auch aus folgender 
Betrachtung. 

Ist px die Jahres-Prämie für ein tägliches Krankengeld 
im Betrage 1, so ist die Jahres-Prämie fbr ein tägliches 
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y. Erankenversichernng. 



Krankengeld im Betrage von ( 1 + ö^t ) gleich 2?a: ( 1 + ö^ ) 



mithin : 

woraus, wie in 12): 



p 



X 



1— 



Px 

365 



Zur Berechnung der Einmal-Prämie K^ = 
kann man das folgende Schema benutzen: 



1 Sh^DA, 



yr DA, 



X 


logJia; 


jclog — 


log DAx 

— log^aj 
+ 25 log ^ 


log^o: 


logfta; 

-\-log DAx 


kxDAx 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 

















i^ÄrrJDidU 


logX&xJD^a; 


log(/r DAx) 
= log DAx 

+ 2^^Sr 


logJTa: 
= log 2kx DAx 

— log(YrDAx) 


Kx 


8 


9 


10 


11 


12 








1 





worauf dann leicht px und tTo. nach Formel 7) und 12) be- 
rechnet werden kann. 

Wir lassen nunmehr eine Morbilitäts-Tabelle folgen, 
welche die Beobachtungen der Leipziger Kranken-, Invaliden- 
und Lebensversicherungs-Gesellschaft ,. Gegenseitigkeit" von 
Dr. Karl Heym (Leipzig 1878) und die Beobachtungen 
Gustav Behm's für das sämtliche Eisenbahn-Personal enthält 
und in welcher, wie bisher, a das Alter und kx die in 



§ 96. Durchschnitts-Prämien. 
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Tagen angegebene durchschnittliche Exankheitsdaner während 
eines Jahres für eine Person vom Alter x bezeichnet. 





kx 


kx 




kx 


hx 




hx 


kx 




kx 


X 


nach 


nach 


X 


nach 


nach 


X 


nach 


nach 


X 


nach 




Heym 


Behm 




Heym 


Behm 




Heym 


Behm 




Heym 


16 


6-32 




37 


617 


8-190 


58 


12-72 


16-598 


79 


25-95 


17 


6-16 




38 


6-33 


8-478 


59 


13-19 


17-106 


80 


26-75 


18 


6-02 




39 


6-51 


8-757 


60 


13-69 


17-465 


81 


27 56 


19 


5-89 




40 


670 


8-987 


61 


14-20 


18033 


82 


28-39 


20 


5-78 




41 


690 


9-266 


62 


14-72 


18 249 


83 


29-23 


21 


5-68 


6-167 


42 


7-12 


9-430 


63 


15-26 


18-181 


84 


30-09 


22 


5-60 


6-922 


43 


7-36 


9606 


64 


15-81 


18-272 


85 


30-96 


23 


5-53 


7-543 


44 


7-61 


9-781 


65 


16-38 


18-105 


86 


31-85 


24 


5-47 


8005 


45 


7-88 


9-968 


66 


16-97 


17-542 


87 


32-76 


25 


5-44 


8-319 


46 


816 


10-177 


67 


17-57 


16-938 


88 


33-67 


26 


5-42 


8-320 


47 


8-45 


10-421 


68 


18-18 


16 065 


89 


34-61 


27 


5-41 


8-138 


48 


8-76 


10-677 


69 


18-81 


15-548 


90 


35 56 


28 


5-42 


7-975 


49 


909 


10-954 


70 


19-46 


15-062 


91 


36-52 


29 


5-44 


7-719 


50 


9-43 


11-347 


71 


2012 




92 


37-50 


30 


5-48 


7-490 


51 


9-79 


11-754 


72 


20-80 




93 


38-50 


31 


5-53 


7-357 


52 


1016 


12-189 


73 


21-49 




94 


39-51 


32 


5 60 


7-372 


53 


10-55 


12 790 


74 


22-19 




95 


40-53 


33 


5-68 


7-387 


54 


10-95 


13-518 


75 


22-92 




96 


41-37 


34 


5-78 


7-521 


55 


11-37 


14-302 


76 


23 65 




97 


42-63 


35 


5-90 


7-715 


56 


11-80 


15-035 


77 


24-40 








36 


603 


7-950 


57 


12-25 


15-853 


78 


25-17 









§ 96. Durchschnitts-Prämien. 

Treten der Bjrankenkasse gleichzeitig M^ Personen 
vom Alter ^, i/x+i vom Alter {x-\-l\ -^«-1-2 vom Alter 
(a? -|- 2) . . . n. s. w. bei, so ist der Wert der künftigen Ver- 
pflichtungen der Kasse: 

Q, Ck a 

Wird von allen Mitgliedern dieselbe Jahres-Prämie, die 
Durchschnitts-Prämie p, eingehoben, so ist der Wert der 
Einzahlungen der MitgUeder: 

(Ck a ^ \ 

MxRx + -54-1-1 -Äx+l + -ä'x+Ä RxJf-2 +•••/• 
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Da der Wert der Einzahlnngen der MitgKeder dem Werte 
der Yerpflichtnngen der Anstalt gleich sein mnfs, folgt: 

= p^ . MxRx + Px-Jfl^x+l^x+l -{-Px+2^X+2R^^T+ ... 2) 

worans sich als Dorchschnitts-Prämie ergiebt: 

Px^xJix -{- Px-\-lifx+l -Rg+l -\- Px-\'2^x-\'2^x-{'2-\- > - - on 

^ a a a -' 

^xRx + -M'x+l^aj + l + '^'»+2^x4-2 + • • • 

Ist if = i/a; -|- Jlfa;+i + ^^4+2 + • • • glcich der Anzahl 
sämtlicher Mitglieder, so ist weiters: 

-j^PxJ^x -T — ^;>x+l^x + l + -jg^^x4-2^x+2 H- • • • 

oder, wenn wir setzen : 

-]^ = ««> -;^ = «*+i> — ]yf- = «*+2, u. s. w. 

«x-ß« -|-öx-|-l-Ä«+l -f" ax4-2-ßa;_^2 + • . • 



"x 



lagcPxRx -X 

-TttajjRa; 



§ 97. Prämien-Reserve. 

Sind zur Zeit der Aufstellung der Bilanz N^c Mitglieder 
vom Alter a, N^+i vom Alter (aj-|-l), iV^a;4.2 |vom Alter 
(a? -|- 2) . . . vorhanden , so ist];der Wert -4^4erj^zukünftigen 
Verpflichtungen der Anstalt: 

-^ = -^x^x -f- Nx^lKx^l -\- iVx'4-2-^x-f:2-+ . . . 

oder: 

^ = ^xPxRx + ^x-\-lPx-^\Rx-\-l + NxJ^\2Pa?^Jf.^fix-\-2 + • • • 

Ist die Anzahl sämtlicher Versicherten: 

^« + ^.+i + iN^x+2 + ... = iV 
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SO ist ferner: 

oder, wenn vm setzen: 

A=N{ßxPx^x-\- ßx-^lPx-^l^x-^l-{- ßx-{-2Px-{-2Rx-{-2-{' "J 1) 

oder: 

A = Nlß^p^Rl. 2) 

Der Wert B der zukünftigen Zahlungen der Versichertea 
dagegen ist: 

B = p{N,Rl + iV,+iÄ^+, +iV;+2Äx+2 + • ••) 3) 
oder: 

B =pN{ßxRx -\- ßx-\-i-Rx-^l -\- ßx+2 Bx-^2 + • • •) 

= pNlß,Rl 5) 

Nach der prospektiven Methode ist die Prämienreserve 

re8 = A — By 
mithin: 

res = Nlß^p^Rl — pNUß^Rl 6) 

oder: 

res = N{Iß:,p^Rl —pZß^Rl) 7) 

oder auch: 

res = N^ß,Rl{^^^P^-p). 8) 

^ßxRx 

Nach § 96. Formel 5) ist: 

a 
^ßxPxRx f 

a =P 
^ßxRx 

die zur Zeit der Bilanzaufstellung berechnete Durchschnitts- 
Främie, folglich auch: 

re8 = NSß^Rl{p'—p), 9) 



